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1. Finde lokale Extrema und Sattelpunkte der ganzrationalen Funktionen.
Versuche diese Punkte zuerst mit der Methode „Untersuchung der 2.Ableitung“ zu finden.
Benutze das Tabellenverfahren nur für die Stellen, für welche die Methode “2.Ableitung“
kein Ergebnis liefert (d.h. 2.Ableitung ist Null) :

( )

5 4 3

3 2

3 2

5 4 3

3

5 5 +1            

 3 3 +7

2 6 6

5 5 –1

4

f ( x ) x – x x

f ( x ) x – x x

f ( x ) x – x x

f ( x ) x x x

f ( x ) x x

= +

= +

= +

= + +

= −

1a) 2 Extrema + 1 Sattelpunkt

1b) 1 Sattelpunkt

1c) 1 Sattelpunkt

1d) 2 Extrema + 1 Sattelpunkt

1e) 1 Extremum + 1 Sattel

( ) ( )3 44 1 1f ( x ) x x= − + −

punkt

1f) 1 Extremum + 1 Sattelpunkt    

Die Lösungswege beginnen auf der nächsten Seite ...
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 Lösung zu 1a

( )
( )

  +1

    

        

+1

5 4 3

5 4 3

4 3 2

f ( x ) x – 5x 5x

Lokale Extrema, Sattelpunkte

Wir bilden die 1. und 2.Ableitung der gegebenen Funktion :

f x x – 5x 5x
f ' x 5x – 20x 15x
f ''( x ) 2

= +

= +
= +
=

Gegeben:

Gesucht :
Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

             
          

    

3 2

2

0x 60x 30x

Wir setzen die erste Ableitung gleich Null. Es entsteht eine Gleichung 4.Grades, die
wir durch ausklammern von x auf zwei quadratische Gleichungen zurückführen.
Diese lösen wir durch Wurz

− +

( )

       

          

     
       

   

4 3 2 2

2 2
1

2

elziehen bzw. mit der Lösungsformel für quadratische Gleichungen :

5x – 20x 15x 0 x ausklammern

x 0x 5x – 20x 15 0
jetzt die Klammer mit Null gleichsetzen

Lösungsformel für q5x – 20x 15 0

+ =

⇒ =+ =

+ =

( ) ( )

  

         
         

22

2,3

uadratische Gleichungen benutzen

–20 –20 4 5 15b b 4ac 20 400 300 20 10x
2a 2 5 10 10

Es ergeben sich drei Stellen als mögliche lokale Extrema
bzw. als mögliche Sattelpunkte : 0, 1 und 3

− ± − ⋅ ⋅− ± − ± − ±
= = = =

⋅

2.Ableitun

( )
Wir setzen die Nullstellen der 1.Ableitung (x=0, x=1, x=3) in die 2.Ableitung ein, um zwischen Minimum, 
Maximum und Sattelpunkt zu unterscheiden. Die zweite Ableitung lautete: 3f " x = 20x –

g untersuchen:

( )

( )
( )

⇒⋅ ⋅ ⋅

⇒⋅ ⋅ ⋅

⇒⋅ ⋅ ⋅

2

3 2

3 2

3 2

60x + 30x

   Keine Aussage möglich :f " = 20 – 60 + 30 =  
      x = 0 kann Extremum oder Sattelpunkt sein

   x = 1  ist ein Maximumf " = 20 – 60 + 30 = 

   x = 3 ist ein Mf " = 20 – 6

0 0 0 0 0

1 1 1 1 – 10  

0 + 30

  

3 3 3 3 90= inimum
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Für die Stelle x=0 kann mit Hilfe der 2.Ableitung keine Aussage darüber gemacht werden, ob es sich 
um ein Extremum oder um einen Sattelpunkt handelt. Wir müssen daher ei

Unklare Stelle x=0 untersuchen:

 
ne Tabelle anlegen:

 bis 
 

 

–
zu unte

∞
⇐

∞

0
0 – – –

0 bis 1 – – –

x Gewählt 1.Able

1 – – –
1 bis 3 – – –

3 – – –
3 b

itu

is

ng Funk

– – –

tion

Null horizontal
positiv steigt

Null horizontal
negativ fällt

Null horizontal
positiv steigt

? ? ?

( )

       (– , 0)     
         

 
    

 

4

Wir müssen nun eine Stelle im Intervall wählen ( wir wählen x –1)
und berechnen die erste Ableitung ( die Steigung ) an dieser Stelle

rsuchende Stelle

Maximum

Mi

:

Erste Ableitung : f ' x 5x

ni um

– 2

m

∞ =

=

⇐

⇐

( ) ( ) ( ) ( )          

Wir können nun die erste Zeile der Tabelle ergänzen:
 

 bis 

3 2

4 3 2

0x 15x
Erste Ableitung an der Stelle x –1 : f ' 5 – 20 5

–

1

+
= = ⋅ ⋅ + ⋅

∞

=

x Gewählt 1.Ableitung F
0

0 – – –
0 

unktion

–1 –1 –1 –1

–
Nul

1 positiv s
l horizont

teigt
al

40

Schließlich können wir nun bestimmen, ob an der

  

 
 

zu untersuchende Stelle

Maximum

Minimum

⇐

⇐

⇐
∞

bis 1 – – –
1 – – –

1 bis 3 – – –
3 – – –

3 bis – – –

positiv steigt
Null horizontal

negativ fällt
Null horizontal

positiv steigt
Stelle x=0 ein Extrema oder ein 

Sattelpunkt vorliegt. Da der Graph an der Stelle x=0 horizontal verläuft, und sowohl 
vor als auch nach der Stelle x=0 steigt, kann es sich nur um einen Sattelpunkt hand

 
 bis 

n

 

el :

–∞

∞

⇐
0

0 – – –
0 bis 1 – – –

1

x Gewählt 1.Ableitung Funkti

– – –
1 bis 3 – – 

o

–
3 – – –

3 b – –

n

is – 

–1 positiv steigt
Null horizontal

positiv steigt
Null horizontal

negativ fällt
Null horizontal

pos

S

it

at

iv st

tel

eigt

punk

Maximum

Minimum

⇐

⇐

t
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Die x-Koordinaten der Extrema und des Sattelpunktes sind nun schon bekannt, aber wir müssen
noch die y-Koordinaten berechnen, um die Extrempunkte und S

y- Werte der Extrema und des Sattelpunkt berechnen:

( )
( )
( )

attelpunkt zu berechnen.
Dazu setzen wir die x-Koordinaten der Extrema/Sattelpunkte in die gegebene Funktion 

+1 ein:

Sattelpunkt:     
Maximum:     

5 4 3

5 4 3

5 4 3

f x x – 5x 5x

x 0 f – 5 5 1 1
x 1 f – 5 5 1

= +

= = ⋅ + ⋅ + =

= = ⋅ + ⋅ + =

0 0 0 0

1 1 1 1

( ) +1  =  –26

  

 (3/–26)
 (1/2)

(0/1)

 

5 4 3

2
Minimum x 3 f – 5 5

Lokales Minimum :
Lokales Maximum :
Sattelpunkt :

= = ⋅ + ⋅

Ergebnis:

Graph der Funktion:

3 3 3 3

-30

-20

-10

 0

 10

 20

 30

-4 -3 -2 -1 0 1 2  3  4
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 Lösung zu 1b

( )
( )

  +7

    

        

+7      

3 2

3 2

2

f ( x ) x – 3x 3x

Lokale Extrema, Sattelpunkte

Wir bilden die 1. und 2.Ableitung der gegebenen Funktion :

f x x – 3x 3x
f ' x 3x – 6 x 3
f ''( x ) 6 x

= +

= +
= +
=

Gegeben:

Gesucht :

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

( ) ( )

            
        

2

22

1,2

– 6

Wir setzen die erste Ableitung gleich Null. Es entsteht eine quadratische Gleichung.
Diese lösen wir mit der Lösungsformel für quadratische Gleichungen :

3x – 6 x 3 0

–6 –6 4 3 3b b 4ac 6x
2a 2 3

+ =

− ± − ⋅ ⋅− ± − ±
= = =

⋅

          
     

Wir setzen x=1 in die 2.Ableitung ein, um zwischen Minimum, 

36 36 1
6

Es ergibt sich als mögliche Stelle für ein lokales Extrema
bzw. als möglichen Sattelpunkte : x 1

−
=

=

Bestimmung der Extrema/Sattelpunkte:

( )
( )

Maximum und 
Sattelpunkt zu unterscheiden. Die zweite Ableitung lautete: 

⇒⋅

f " x = 6x – 6

   Da sich der Wert 0 ergibt, ist keine Aussage möglich :f " = 6 – 6 = 0
      x = 1  kann Extremum  oder Terassenpunkt

1 1
 sein
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Für die Stelle x=1 kann (mit Hilfe der 2.Ableitung) keine Aussage darüber gemacht werden, 
ob es sich um ein Extremum oder um einen Terassenpunkt handelt. Wir müssen dahe

Unklare Stelle x=1 untersuchen:
r die 

1.Ableitung untersuchen und eine Tabelle anlegen:

 

 

 

          

 
 

Wie gesagt ist es unklar, ob bei x 1 ein Extremum oder e

–
zu untersuchende Stelle

∞
⇐

=
∞

 bis 
x Gewählt 1.Ableitung

1
1

1  bis 

Funktion

Null horizontal– – –

( ) ( )
   

           
              
    

in Sattelpunkt vorliegt.
Wir müssen daher in den Intervallen – ,1 und 1, die Steigung bestimmen,
d .h. wir müssen aus jedem Intervall einen Punkt wählen ( wir wählen 0 bzw. 2 )
und dort die 1.Ableitung u

∞ ∞

( ) ( ) ( )
       

 =   =  

In beiden Intervallen ist die Steigung positiv, d.h. der Graph steigt:
Wir k

2 2 2

ntersuchen :

Erste Ableitung : Erste Ableitung bei x 0 : Erste Ableitung bei x 2 :
f ' x 3x – 6 x 3 f ' 3 – 6 3 f ' 3 – 6 3

= =
= + = ⋅ ⋅ + = ⋅ ⋅ +3 30 0 0 2 2 2

önnen nun die Tabelle ergänzen:

          

Jetzt können wir bestimmen, o

 

b an der Ste

 
 

l

 
–

zu untersuchende Stelle
∞

⇐
∞

x Gewählt 1.Ableitung Funkt
 bis 1
1

io

1  bi

n

s 
Null horizontal

0 positiv steigt

2 positiv steigt
– – –

le x=1 ein Extrema oder ein Sattelpunkt vorliegt. 
Da der Graph an der Stelle x=1 horizontal verläuft, und sowohl vor als auch nach der 
Stelle x=1 steigt, kann es sich nur um einen Sattelpunkt handeln:

 

 

–∞

∞
⇐

 bis 1
1

x Gewählt 1.Ableitu

1  bi

ng Funktion

s 

0 positiv steigt
Null horizontal

2 positiv stei
Sattelpunk

gt
t– – –
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 x-Koordinate des Sattelpunktes sind nun schon bekannt, aber wir müssen
noch die y-Koordinate berechnen, um den Sattelpunkt zu berechnen.
Dazu setzen wir die 

Die

y-Koordinate des Sattelpunktes berechnen:

( ) ( )
x-Koordinate des Sattelpunktes in die gegebene Funktion 

  ein, und erhalten die y-Koordinate:  

  

         Die Funktion hat keine lokalen Extrema aber einen Sattelpunkt

Ergebnis:

3 2 3 2f x = x – 3x + 3x + 7 f = – 3· + 3· + 7 = 81 1 1 1

 

S(1 / 8 )

Graph der Funktion:

-20
-15
-10

-5
 0
 5

 10
 15
 20

-5 -4 -3 -2 -1  0 1 2 3 4 5
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 Lösung zu 1c

( )

  

    

        

     

3 2

3 2

2

f ( x ) 2x – 6 x 6 x

Lokale Extrema, Sattelpunkte

Wir bilden die 1. und 2.Ableitung der gegebenen Funktion :

f ( x ) 2x – 6 x 6 x
f ' x 6 x – 12x 6
f ''( x ) 12

= +

= +
= +
=

Gegeben:

Gesucht :

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

( ) ( )

            
        

2

22

1,2

x – 12

Wir setzen die erste Ableitung gleich Null. Es entsteht eine quadratische Gleichung.
Diese lösen wir mit der Lösungsformel für quadratische Gleichungen :

6 x – 12x 6 0

12 12 4 6 6b b 4acx
2a 2

+ =

− − ± − − ⋅ ⋅− ± −
= =

              

        

12 1
6 12

Es ergibt sich als mögliche Stellen für ein lokales Extremum oder Sattelpunkt : x 1

Wir setzen x 1 in die 2.Ableitung ein, um zwischen

= =
⋅

=

=

2.Ableitung an den Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

( )
( )

    
       

Minimum, Maximum und
Sattelpunkt zu unterscheiden. Die zweite Ableitung lautete :

⇒⋅    Weil die 2.Ableitung an der Nullstelle der 1.Ableitung f " = 12 – 12 = 0        
       (hier :  x = 1)  glei

1
c

1

f  " x = 12x –12

h Null ist, versagt der Test, der die
       2.Ableitung benutzt. Wir müssen daher eine 
       Tabelle erstellen.
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Für die Stelle x=1 kann (mit Hilfe der 2.Ableitung) keine Aussage darüber gemacht werden, 
ob es sich um ein Extremum oder um einen Terassenpunkt handelt. 
Wir müssen dahe

Unklare Stelle x=1 untersuchen:

r die 1.Ableitung untersuchen und eine Tabelle 

 

anlegen:

       

 

  

 

  Wie gesagt ist es unklar, ob be

–
zu untersuchende

i

S

x 1 ein Extremum oder ei

telle

=

∞
⇐

∞

 bis 1
1 – – –

1  bis 
Null h

x Gewählt 1.Ableitung Funktion

orizontal

( ) ( )
   

           
             
   

n Sattelpunkt vorliegt.
Wir müssen daher in den Intervallen – ,1 und 1, die Steigung bestimmen,
d .h. wir müssen aus jedem Intervall eine Stelle wählen ( wir wählen x 0 bzw. x 2 )
und dort die 1.Ableitung

∞ ∞
= =

( ) ( ) ( )

 
       

 =   =  

          

2 2 2

untersuchen :
Erste Ableitung : Erste Ableitung bei x 0 : Erste Ableitung bei x 2 :
f ' x 6 x – 12x 6 f ' 6 – 12 6 f ' 6 – 12 6

In beiden Intervallen ist die Steigung positiv, d .h. der Graph steigt.

= =
= + = ⋅ ⋅ + = ⋅ ⋅ +0 0 0 2 62 26

 
     

        

  
 

Wir können nun die Tabelle ergänzen :

Jetzt können wir bestimmen, ob an der

–
zu untersuchende

Stell

Ste le

e x

l
∞

⇐
∞

=

 bis 1
1 – – –

1  bis 
Null horiz

0 positiv steigt

2 positiv stei

x Gewählt 1.Ableitung Funkti

ontal
gt

on

     
             

               

1 ein Extrema oder ein
Sattelpunkt vorliegt. Da der Graph an der Stelle x 1 horizontal verläuft , und sowohl
vor als auch nach der Stelle x 1 steigt , kann es sich nur um einen Sattelpunkt handeln :

=
=

x Gewä

 

–∞
⇐

∞

 bis 1
1 – – –

1  bis 

0 positiv steigt
N

hlt 1.Ableitung Funkti

ull horizontal
2 positi

 Sat
v st

tel
eig

o

t

n

punkt
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Die x-Koordinaten der Extrema  sind nun schon bekannt, aber wir müssen
noch die y-Koordinaten berechnen, um die Extrempunkte zu berechnen.
Dazu setzen wir die x-Koordinaten

y-Werte der Extrema berechnen:

 der Extrema in die gegebene Funktion ein,
d.h. in die Funktion:  

  

        Die Funktion hat den Sattelpunkt (1 / 2 ) aber keine Extrama :

⋅ ⋅ ⋅

Ergebnis:

Graph de

3 2

3 2

3 2

f(x) = 2x –6x + 6x

     f( ) = 2 –6 + 6 =

f(x) = 2x –6x + 6x  

2

 

1 1 1 1

 r Funktion:

-5
-4
-3
-2
-1
 0
 1
 2
 3
 4
 5

-5 -4 -3 -2 -1  0  1  2  3  4  5
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 Lösung zu 1d

( )
( )

  –1

    

        

–1

5 4 3

5 4 3

4 3 2

f ( x ) x 5x 5x

Lokale Extrema, Sattelpunkte

Wir bilden die 1. und 2.Ableitung der gegebenen Funktion :

f x x 5x 5x
f ' x 5x 20x 15x
f ''( x ) 2

= + +

= + +
= + +
=

Gegeben:

Gesucht :
Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

             
          

    

3 2

2

0x 60x 30x

Wir setzen die erste Ableitung gleich Null. Es entsteht eine Gleichung 4.Grades, die
wir durch ausklammern von x auf zwei quadratische Gleichungen zurückführen.
Diese lösen wir durch Wurz

+ +

( )

       

          

     
       

   

4 3 2 2

2 2
1

2

elziehen bzw. mit der Lösungsformel für quadratische Gleichungen :

5x 20x 15x 0 x ausklammern

x 0x 5x 20x 15 0
jetzt die Klammer mit Null gleichsetzen

Lösungsformel für q5x 20x 15 0

+ + =

⇒ =+ + =

+ + =   

         
     –    –  

2 2

2,3

uadratische Gleichungen benutzen

b b 4ac 20 20 4 5 15 20 10x
2a 2 5 10

Es ergeben sich drei Stellen als mögliche lokale Extrema
bzw. als mögliche Sattelpunkte : 0, 1 und 3

− ± − − ± − ⋅ ⋅ − ±
= = =

⋅

2.Ableitung untersuche

( )

             
        
   : 

Wir setzen die Nullstellen der 1.Ableitung ( x 0, x –1, x –3 ) in die 2.Ableitung ein,
um zwischen Minimum, Maximum und Sattelpunkt zu unterscheiden.
Die zweite Ableitung lautete

= = =

f 

n:

3 2f  " x = 20x + 60x + 30x

( )

( ) {
( ) ( ) ( ) ( )– – –


⋅ ⋅ ⋅ ⇒ 


⋅ ⋅ ⋅ ⇒

⋅ ⋅ ⋅ ⇒

3 2

3 2

3 2

Keine Aussage möglich :
" = 20 + 60 + 30 =     x = 0 kann Extremum oder 

Terassenpunkt sein

f " = 20 + 60 + 30 =    x = –1  ist ein Minimum

f " = 20 + 60 +

0 0 0 0 0

–1 1 1 1 110 > 0    

–3 3 3 330 =    x– 90 < 0 = –3    ist{  ein Maximum
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Für die Stelle x=0 kann mit Hilfe der 2.Ableitung keine Aussage darüber gemacht werden, ob es sich 
um ein Extremum oder um einen Sattelpunkt handelt. Wir müssen daher ei

Unklare Stelle x=0 untersuchen:

  
 

ne Tabelle anleg

M

en:

 

–∞
⇐

∞

bis – 3
–3

–3 bis – 1
–1

x Gewählt 1.Ableitung Funktio

–1 bis 0
0

0 bis

n
– – – positiv steigt
– – – Null horizontal
– – – negativ fällt
– – – Null horizontal
– – – positiv steigt
– – – Null horizontal
? ? ?

aximum

 Minimum

 zu untersuchende Ste

       (0, )     
           

 

l

    

le

Wir müssen nun eine Stelle im Intervall wählen ( wir wählen x 1)
und berechnen die erste Ableitung (und somit die Steigung ) an dieser Stelle :

Erste Able

⇐

⇐

∞ =

( )
( )          

Wir können nun die letzte Zeile der Tabelle e

  

rgänzen:

4 3 2

4 3 2

itung : f ' x 5x 20x 15x
Erste Ableitung an der Stelle x 1 : f '

–

5 20 15
= + +

= = ⋅ +

∞

⋅ + ⋅ =

x Gewählt 1.Ableitung Funktion
bis – 3
–3

– – – positiv st

1 1 1 1

eigt
–

40

 – – N  Maximum

 Minimum

 zu untersuchende 

Schließlich können wir nu

Stelle

n be
 

s

⇐

⇐

⇐
∞

–3 bis – 1
–1

–1 bis 0
0

0 bis

ull horizontal
– – – negativ fällt
– – – Null horizontal
– – – positiv steigt
– – – Null horiz

1 positiv steigt
ontal

timmen, ob an der Stelle x=0 ein Extrema oder ein 
Sattelpunkt vorliegt. Da der Graph an der Stelle x=0 horizontal verläuft, und sowohl 
vor als auch nach der Stelle x=0 steigt, kann es sich nur um einen Sattelpunkt handel

 

n:

 

 

–∞

∞

bis – 3
–3

–3 b

x Gewählt 1.Ableitung F

is – 1
–1

–1 bis 0
0

0 bis

unktion
– – – positiv steigt
– – – Null horizontal
– – – negativ fällt
– – – Null horizontal
– – – positiv steigt
– – – Null horizontal

1 po

 Maximum

 Minimum

 ⇐

⇐

⇐

siti
Satte

v s
lp

teigt
unkt
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Die x-Koordinaten der Extrema und des Sattelpunktes sind nun schon bekannt, aber wir müssen
noch die y-Koordinaten berechnen, um die Extrempunkte und S

y- Werte der Extrema und des Sattelpunkt berechnen:

( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )

attelpunkt zu berechnen.
Dazu setzen wir die x-Koordinaten der Extrema/Sattelpunkte in die gegebene Funktion 

–1 ein:

    – 

5 4 3

5 4 3

5 4 3

f x x 5x 5x

Sattelpunkt : x 0 f 5 5 – 1 1
Minimum : x –1 f 5 5 –

= + +

= = + ⋅ + ⋅ =

= = + ⋅ + ⋅

0 0 0 0

–1 –1 –1 –1

( ) ( ) ( ) ( )
   – 

–1  =  26

  

(0/–1)
 (–1/–2)
 (–3/26)

 

5 4 3

1 2
Maximum : x –3 f 5 5

Sattelpunkt :
Lokales Minimum :
Lokales Maximum :

=

= = + ⋅ + ⋅

Ergebnis:

Graph der Funktion:

–3 –3 –3 –3

-4
-2
 0
 2
 4
 6
 8

 10
 12
 14
 16
 18
 20
 22
 24
 26
 28
 30

-5 -4 -3 -2 -1  0  1  2  3  4  5
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 Lösung zu 1e
( )

( ) ( )

  

    

       

   

      

    

3

3

f ( x ) x 4 x

Lokale Extrema, Sattelpunkte

Wir bilden die 1. Ableitung der gegebenen Funktion :

Die gegebene Funktion lautet :

f x x 4 x

Um die Ableitung dieser F

= −

= ⋅ −

Gegeben:

Gesucht :
1.Ableitung berechnen:

( )

( ) ( ) [ ] ( )

( ) ( ) ( )

      
   

     

         

         

3 3

0

3 3

unktion zu bilden, benutzen wir die
Pr oduktregel und erhalten :

d df ' x x 4 x x 4 x
dx dx

Die Ableitung von x ist 1 ( Potenzregel : 1x 1 1 1)

df ' x x 4 x 1 4 x
dx

Verei

⋅ ⋅

 = ⋅ − + ⋅ − 

= ⋅ =

 = ⋅ − + ⋅ − 

f  ' uv = u v' + u' v

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

     

     

         
      

    

3 3

3

2 3

nf achen : Die " 1" kann fortgelassen werden :

df ' x x 4 x 4 x
dx

Nun müssen wir nur noch die Ableitung von 4 x bilden.
Dazu benutzen wir die Kettenregel :

f ' x x 3 4 x 1 4 x

Verei

 = ⋅ − + − 

−

⋅

= ⋅ − ⋅ − + −

f  ' x = u' v x v' x

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

    

    

    

    

    

 

2 3

2 3

2

2

2

nf achen :

f ' x –3x 4 x 4 x

f ' x –3x 4 x 4 x

Jetzt müssen wir ( 4 – x ) ausklammern :

f ' x 4 x –3x 4 x

f ' x 4 x 4 4x

= − + −

= − + −

= − + −

= − −

Dies ist 1.Ableitung der gegebenen Funktion.
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( ) ( ) ( )

  nun die     

   

    

      die 2.Ableitung,   

 

2

Wir müssen 2. Ableitung der gegebenen Funktion :

Die erste Ableitung lautete :

f ' x 4 x 4 4x

Um die Ableitung dieser Funktion, d .h. zu bilden,

benutzen wi

= − ⋅ −

2.Ableitung berechnen:

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

    :

     

             

     

   

2 2

2 2

r die Pr oduktregel

df '' x 4 x 4 x 4 4x
dx

Die Ableitung von 4 4x ist – 4 ergibt sich aus Summen und Potenzregel :

f '' x d 4 x
dx

d 4 – 4x
dx

4 x 4 4x

Nun müssen wir n

4

⋅ ⋅

 = −

 − 

⋅ + − ⋅ − 

−

= − ⋅ − + ⋅

  

−

f  ' uv = u v' + u' v

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

      
      

     

        

  –2  

      –2   

2

2

2

ur noch die Ableitung von 4 x bilden.
Dazu benutzen wir die Kettenregel :

f '' x 4 4 x 4 4x

Vereinf achen :

f '' x 4 4 x 2 4 x 4 4x

Wir klammern 4 – x aus :

f '' x 4 x 2 4

4 x

x

2

−

⋅

= − − − −

= − − − − ⋅ −

= − − +

−

f  ' x = u' v x v' x

( )

( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( )

     –2   

     –2

 

4 4x

Vereinf achen :

f '' x 4 x 8 2x 4 4x

f '' x 4 x 12 6x

−  

= − ⋅ − + −

= − ⋅ −

Dies ist 2.Ableitung der gegebenen Funktion.
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

       

  

     

 setzen die 1.Ableitung gleich Null:

   

Die Lösungen 

2

2

Nun müssen wir die Nullstellen der 1.Ableitung berechnen :

Die 1.Ableitung lautet :

f ' x 4 x 4 4x

Wir

4 x 4 4x 0

= − −

− − =

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

dieser Gleichung (4 bzw. 1) kann man unmittelbar 
ablesen, wenn man sich an folgenden Lehrsatz erinnert: 
Ein Produkt ist gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist. 

Ergebnis :
Die Nullstellen d   er 1.Ableitung lauten : 1und 4.      

( ) ( ) ( )

        

     

 2  

         –2

     

Nun müssen wir berechnen, welchen Wert die 2.Ableitung

an den Nullstellen der 1.Ableitung hat :

Die .Ableitung lautete :

f '' x 4 x 12 6x

Wir berechnen nun welchen Wert di

= − ⋅ −

2.Ableitung untersuchen:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

   

        

    –2
        –2

       

ese 2.Ableitung an den

Nullstellen der 1.Ableitung hat , also an den Stellen :

x 1 ist ein Maximumf '' 4 12 6 –36 0
Für x 4 ist keine Aussage möglich,f '' 4 12 6 0
denn b

⇒ == − ⋅ − ⋅ = <

⇒ == − ⋅ − ⋅ =

1

x = 1 und x = 4

1 1
4 4 4

      

 
 

ei x 4 ist die 2.Ableitung gleich Null.

Ergebnis :
Für x 1 liegt ein Maximum vor, das Verhalten an der Stelle x 4 ist unklar
und muß weiter untersucht werden (Tabelle der 1.Ableitung anlegen )

=

= =
 

             
        



Übungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Copyright by Josef Raddy (www.mathematik.net)

              
               

Für die Stelle x 4 kann mit Hilfe der 2.Ableitung keine Aussage darüber gemacht werden,
ob es sich um ein Extremum oder um einen Sattelpunkt handelt. Wir müssen daher e

=
Unklare Stelle x=4 untersuchen:

  
              
     

  

ine Tabelle anlegen.
Wir wissen bereits, dass x 1 ein Maximum ist. Daher kennen wir das Verhalten des Graphen
vor und nach der Stelle x 1 :

–

=
=

∞
x Gewählt 1.Ableitung Gra
bis 1

ph

1
– – – positiv steigt
– – – Null hori

       (4, )     
     

  

Wir müssen nun eine Stelle im Intervall wählen ( wir wählen x 5 )
und berechnen die ers

Maximum

zu untersuchende Stell

te Ableitung ( und

e

⇐

⇐
∞

∞ =

1 bis 4
4

4 bis 

zontal
– – – negativ fällt
– – – Nu

? ?
ll hori

?
zontal

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

      

 
              

Wir können nun die letzte Zeile der Tabelle ergänzen:

2

2

somit die Steigung ) an dieser Stelle :

Erste Ableitung : f ' x 4 x 4 4x
Erste Ableitung an der Stelle x 5 : f ' 4 4 4

= − −
= = − − ⋅ =

x Gewählt 1.Ableitung Gr

–15 65 5

   erkennen        

  

  

Jetzt können wir

–
Maximum

zu untersuchende Stelle

, ob an der Stelle x 4 ein Ext=

∞
⇐

⇐
∞

bis 1
1

1 bi

a

s 4
4

4 bis

h

 

p

5

– – – positiv steigt
– – – Null horizontal
– – – negativ fällt
– – – Null h

ne
o

g
ri

at
zont

iv
al

fällt
   

             
               

remum oder ein
Sattelpunkt vorliegt. Da der Graph an der Stelle x 4 horizontal verläuft , und sowohl
vor als auch nach der Stelle x 4 fällt , kann es sich nur um einen Sattelpunkt handeln :

=
=

x Gewählt 1.Able
  

Sattelp

–
Maxi

unkt

mum
∞

⇐

∞
⇐

bis 1
1

1 bis 4
4

4 bis 

itung Graph
– – – positiv steigt
– – – Null horizontal
– – – negativ fällt
– – – Null horizontal

5 negativ fällt



Übungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Copyright by Josef Raddy (www.mathematik.net)

Die x-Koordinaten des Maximus und des Sattelpunktes sind nun schon bekannt, aber wir müssen
noch die y-Koordinaten berechnen, um den Extrempunkt und de

y- Werte der Extrema und des Sattelpunkt berechnen:

( )
( )
( )

n Sattelpunkt zu berechnen.
Dazu setzen wir die x-Koordinaten des Extremums/Sattelpunktes in die gegebene Funktion 

 ein:

  

 

3

3

3

f ( x ) x 4 x

Maximum : x 1 f ( ) x 4 27

Sattelpunkt : x 4 f ( ) x 4 0

Lokales M

= −

= = − =

= = − =

Ergebnis:

1 1

4 4

(1/27)
(4/0)

 

aximum :
Sattelpunkt :

Graph der Funktion:

-30
-27
-24
-21
-18
-15
-12

-9
-6
-3
 0
 3
 6
 9

 12
 15
 18
 21
 24
 27
 30

-6 -5 -4 -3 -2 -1  0  1  2  3  4  5  6
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 Lösung zu 1f
( ) ( )

( ) ( ) ( )

  

    

       

   

       

  

3 4

3 4

f ( x ) 4 x 1 x 1

Lokale Extrema, Sattelpunkte

Wir bilden die 1. Ableitung der gegebenen Funktion :

Die gegebene Funktion lautet :

f x 4 x 1 x 1

Um die Ableitun

= − + −

= − + −

Gegeben:

Gesucht :
1.Ableitung berechnen:

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

        Summenregel:

       

Für die Potenzen benutzen wir jeweils die Kettenregel : 

       

3 4

2 3

g dieser Funktion zu bilden, benutzen wir die

d df ' x 4 x 1 x 1
dx dx

f ' x 3 4 x 1 1 4 x 1 1

Je

   = − + −   

⋅

   = ⋅ − ⋅ + − ⋅   

f  ' x = u' v x v' x

( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

    

       

        

       

 

2

2

2

tzt klammern wir x 1 aus :

f ' x x 1 12 4 x 1

Rechte Klammer vereinf achen, indem wir die innere Klammer ausmultiplizieren :

f ' x x 1 4x 8

−

= − ⋅ + −

= − ⋅ +

Dies ist 1.Ableitung der gegebenen Funktion.
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( ) ( ) ( )

  nun die     

   

    

      die 2.Ableitung,   

 

2

Wir müssen 2. Ableitung der gegebenen Funktion :

Die erste Ableitung lautete :

f ' x x 1 4x 8

Um die Ableitung dieser Funktion, d .h. zu bilden,

benutzen wi

= − ⋅ +

2.Ableitung berechnen:

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

    :

     

             

     

   

2 2

2 2

r die Pr oduktregel

df '' x x 1 x 1 4x 8
dx

Die Ableitung von 4x 8 ist 4 ergibt sich aus Summen und Potenzregel :

f '' x x 1 4x

d 4x 8
d

8

Nun müsse

d

n wir nur

x 1
dx

x

4

⋅ ⋅

 = − ⋅ + − ⋅ + 

+

= − ⋅

+  

 +− + ⋅

f  ' uv = u v' + u' v

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

      
      

     

   

     

     

2

2

noch die Ableitung von x 1 bilden.
Dazu benutzen wir die Kettenregel :

f '' x x 1 4 4x 8

Ausklammern von ( x – 1) ergibt :

f '' x x 1 4 x 1 4x 8

Vereinf achen :

f

2 x 1

'' x x 1 12x 1

2

−

⋅

= − ⋅ + ⋅ +

= − ⋅ − + +  

= − ⋅ +

−

f  ' x = u' v x v' x

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

     

  

     

     

 

2

2

2

f '' x x 1 x 1 12

3.Binomishe Formel anwenden :

f '' x x 1 12

f '' x 12x 12

= − ⋅ + ⋅

= − ⋅

= −

Dies ist 2.Ableitung der gegebenen Funktion.



Übungen: Extrem- und Sattelpunkte ganzrationaler Funktionen

Copyright by Josef Raddy (www.mathematik.net)

( ) ( ) ( )

( ) ( )

       

  

     

 setzen die 1.Ableitung gleich Null:

   

Die Lösunge

2

2

Nun müssen wir die Nullstellen der 1.Ableitung berechnen :

Die 1.Ableitung lautet :

f ' x x 1 4x 8

Wir

x 1 4x 8 0

= − ⋅ +

− ⋅ + =

Nullstellen der 1.Ableitung berechnen:

n dieser Gleichung (1 bzw. –2) kann man unmittelbar 
ablesen, wenn man sich an folgenden Lehrsatz erinnert: 
Ein Produkt ist gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist. 

Ergebnis :
Die Nullstelle  n der 1.Ableitung lauten : 1 und – 2.        

( )

        

     

 2  

        

      

2

Nun müssen wir berechnen, welchen Wert die 2.Ableitung

an den Nullstellen der 1.Ableitung hat :

Die .Ableitung lautete :

f '' x 12x 12

Wir berechnen nun welchen Wert diese 2

= −

2.Ableitung untersuchen:

( ) ( )
( )

  

        

   

       
          

2

2

.Ableitung an den

Nullstellen der 1.Ableitung hat , also an den Stellen :

x –2 ist ein Minimumf '' 12 12 36 0
Für x 1 ist keine Aussage möglich,f '' 12 12 0
denn bei x 1 ist d

⇒ == ⋅ − = >

⇒ == ⋅ − =
=

x = 1 und x = –2

–2 –2

1 1
   

 
 

ie 2.Ableitung gleich Null.

Ergebnis :
Für x –2 liegt ein Minimum vor, das Verhalten an der Stelle x 1 ist unklar
und muß weiter untersucht werden (Tabelle der 1.Ableitung anlegen )

= =
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Für die Stelle x 1 kann mit Hilfe der 2.Ableitung keine Aussage darüber gemacht werden,
ob es sich um ein Extremum oder um einen Sattelpunkt handelt. Wir müssen daher e

=
Unklare Stelle x=1 untersuchen:

  
              
     

  

ine Tabelle anlegen.
Wir wissen bereits, dass x –2 ein Minimum ist. Daher kennen wir das Verhalten des Graphen
vor und nach der Stelle x –2 :

=

∞

=
x Gewählt 1.Ableitu

– bi
ng Funkt o

s
–

i
– 2

n

2
– – – negativ fällt
– – – Nu

       (1, )      
    

 

   

Minimum

Zu untersuchende Stell

Wir müssen nun eine Stelle im Intervall wählen. Wir wählen x 2.
Dann berechnen wir die ers

e

t
∞

⇐

=

⇐
∞

–2 bis 1
1

1 bis ? ? ?

ll horizontal
– – – positiv steigt
– – – Null horizontal

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

      

 
              =  

        

2

2

e Ableitung ( die Steigung ) an dieser Stelle :

Erste Ableitung : f ' x x 1 4x 8
Erste Ableitung an der Stelle x 5 : f ' 1 4 8

Wir können nun die letzte Zeile der Tabelle ergänzen :

= − ⋅ +
= = − ⋅ ⋅ +

x Gewählt 1.Ab

162 2 2

      

 

 

  
 

  

Minimum

Zu untersuchende Ste

Jetzt k

lle

önnen wir erkennen, ob an der

∞
⇐

⇐
∞

le
– bis – 2

–2
–2

itung Funktio

 bis 1
1

1 bis 

n
– – – negativ fällt
– – – Null horizontal
– – – positiv steigt
– – – Null hor

2 positiv stei
izont

t
al

g
      

             
               

Stelle x 1 ein Extremum oder ein
Sattelpunkt vorliegt. Da der Graph an der Stelle x 1 horizontal verläuft , und sowohl
vor als auch nach der Stelle x 1 steigt , kann es sich nur um einen Sattelpunkt han

=
=

=

  
 

 

Minim

deln

u

:

m
∞

⇐

∞
⇐

– bis – 2
–2

–2 bis 1
1

1 bis

x Gewählt 1.Ab

 

leitung Funktion
– – – negativ fällt
– – – Null horizontal
– – – positiv steigt
– – – Null horizontal

2 positiv steig
Sattel

t
punkt
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Die x-Koordinaten des Minimums und des Sattelpunktes sind nun schon bekannt, aber wir müssen
noch die y-Koordinaten berechnen, um den Extrempunkt und d

y- Werte der Extrema und des Sattelpunkt berechnen:

( ) ( )
( ) ( )

 Sattelpunkt zu ermitteln.
Dazu setzen wir die x-Koordinaten des Extremums bzw. des Sattelpunktes in die gegebene Funktion 

 ein:3 4

3 4

en

f ( x ) 4 x 1 x 1

Minimum : x –2 f ( ) 4 1 1 –27

Sattelpunkt : x 1 f ( ) 4

= − + −

= = − + − =

= =

–2 –2 –2

1 1( ) ( )

  

 (–2/–27)
(1/0)

 

3 41 1 0

Lokales Minimum :
Sattelpunkt :

− + − =

Ergebnis:

Graph der Funktion:

1

-30
-27
-24
-21
-18
-15
-12

-9
-6
-3
 0
 3
 6
 9

 12
 15
 18
 21
 24
 27
 30

-4 -3 -2 -1  0  1  2  3  4


