L'Hospital - Losungen der Aufgaben

Bl

- Gesucht: |lim =

- Uberpriifen ob die Regel von L'Hospital angewendet werden darf
Fir x ® ¥ geht der Zahler gegen ¥ U L'Hospita darf angewendet werden,
Fir x ® ¥ geht der Nenner gegen ¥ = ¥ g da Zahler und Nenner gegen ¥ gehen

- Zahler und Nenner differenzieren:

im X =i L
x® ¥ (eX) ®¥ o

> Hinwels zum Differenzieren des Zéhlers: Die Ableitung von x ist 1 (Potenzregel)
> Hinweis zum Differenzieren des Nenners. Die Ableitung von €" ist €

- Nun kann der Grenzwert berechnet werden:

.11
lim —=—=
®¥ ¢ gf
P P
- Ergebnis: (lim =0
x® ¥ eX
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L'Hospital - Losungen der Aufgaben

B2

- Gesucht: | lim =

- Uberprifen ob die Regel von L'Hospital angewendet werden darf :
Fir x ® ¥ geht der Zahler gegen ¥ U L'Hospital darf angewendet werden,
Fir x ® ¥ geht der Nenner gegen € =¥ [\; da Zahler und Nenner gegen ¥ gehen

. Zahler und Nenner differenzieren und kirzen:

x)¢ 1
=lim =
x® ¥ (eSX)q: x® ¥ 5)e

> Hinweise zum Differenzieren des Nenners:
1.Kettenregel benutzen
2. Die Ableitung von €" ist €

- Nun kann der Grenzwert berechnet werden:

LI@T 5xe™ - 5xe>* =0
Ergebnis: | lim X =0
g ) x® ¥ eSX -

© Copyright by www.mathematik.net




L'Hospital - Losungen der Aufgaben

B3

- Gesucht: |lim —-=

- Uberprifen ob die Regel von L'Hospital angewendet werden darf
FUrx ® ¥ gehtder Zahler gegenIn(¥) =¥ { L'Hospital darf angewendet werden,
Fir x ® ¥ geht der Nenner gegen ¥° = ¥ E da Zahler und Nenner gegen ¥ gehen

- Zahler und Nenner differenzieren und Bruch vereinfachen:

 (nx)¢ 1 . 1 o1
l[im =lim——=1im =lim
x® ¥ (X3)¢ x® ¥ 3X2 x®¥ Y )GX2 x® ¥ 3X3

> Hinwels zum Differenzieren des Zahlers:
Die Ableitung von In x ist 1 (siehe Formelsammlung)
X

> Hinwels zum Differenzieren des Nenners:
Die Ableitung von x° ist 3x* (ergibt sich aus der Potenzregel)

- Nun kann der Grenzwert berechnet werden:
1 1 1

lim—-: = -===0
®¥ 33X 37 ¥
- Ergebnis; |lim In_;<:0
x® ¥ X
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L'Hospital - Losungen der Aufgaben

B4

X2
- Gesucht: |lim —
x® ¥ X

- Hinweis:
Man konnte hier zwar mit der Regel von L'Hospital arbeiten,
jedoch ist es einfacher, den Bruch zuerst zu kirzen, well
dadurch der unbestimmte Ausdruck in einen bestimmten
Ausdruck Ubergeht.

- Kurzen:
D G Xz X 1
l[im —3:I|m 5 =lim =lim =
x® ¥ X x® ¥ X XX x® ¥ XX)({ x® ¥ X

- Nun kann der Grenzwert berechnet werden:

.1 1
lim —=—=
x®¥ Y ¥
X2
Ergebnis I!@rg on
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L'Hospital - Losungen der Aufgaben

BS

- Gesucht: | lim = mit: x>0

- Uberprifen ob die Regel von L'Hospital angewendet werden darf :
Fur x ® ¥ geht der Zahler gegenIn(¥) =¥ U L'Hospital darf angewendet werden,
Fir x ® ¥ geht der Nenner gegen ¥ = ¥ % da Zahler und Nenner gegen ¥ gehen

. Zahler und Nenner differenzieren und Bruch vereinfachen:

Hinwels. Die Ableitungen von In x und € mufd man der Formelsammlung entnehmen

- Nun kann der Grenzwert berechnet werden:
) 1 1
l[im = = 0
¥ xxet ¥

- Ergebnis: | lim Inx:0
x® ¥ eX
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L'Hospital - Losungen der Aufgaben

B6

In x
x®0"  Cot X

. Gesucht:

- Uberprifen ob die Regel von L'Hospital angewendet werden darf :
Fur x ® 0" geht der Z&hler gegen- ¥ {1 L'Hospital darf angewendet werden,
Fir x ® 0" geht der Nenner gegen + ¥ % da Zahler und Nenner gegen ¥ gehen

- Zahler und Nenner differenzieren:

_(nx)® i
Ilrr] = ||rrl —=
®0 (oot x)b PO - g

Die Ableitungen von In x und cot x der Formel sammlung entnehmen

- Doppelbruch vereinfachen:
. 1 sn®x . -sin®x
lim- =x——=[|im
x® 0" X 1 x® 0" X

- Nun versuchen wir den Grenzwert zu berechnen:

. -sin’x -gn2(0) 0O
l[im = = —
@0 x 0" 0

Es entsteht wieder ein unbestimmter Ausdruck. Daher

mutssen wir die Regel von L'Hospital nochmal anwenden

- Regel von L'Hospital nochmals anwenden

-5 \¢ :
_(-sin?x) .- 2°8Nx>CosSx . .
lim————= lim = lim- 2>8inx>cosx
x®0 (x)(]: x®0 1 x®0

- Nun kénnen wir den Grenzwert berechnen:

[im - 2>8nx>xosx =-2>3n0>x0s0=20x1=0
x® 0"

. . Inx
- Ergebnis; |lim
x®0"  cot X

=0
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L'Hospital - Losungen der Aufgaben

B/

. Inx
- Gesucht: (lim —=7? |n>0
x® ¥ X

Hinweis; x" kann auch eine Wurzel sein, wenn n eineredlle Zahl ist.

- Uberpriifen ob die Regel von L'Hospital angewendet werden darf :
Furx ® ¥ gehtder Zéhler gegen¥ () L'Hospital darf angewendet werden,
Fir x ® ¥ geht der Nenner gegen ¥ % da Zahler und Nenner gegen ¥ gehen

- Zahler und Nenner differenzieren:
(nx)%¢_ 1 . 1 .
lim =lim —=lim ——————==Iim
x® ¥ (Xn)¢ x® ¥ n XX x® ¥ X XN XX x® ¥ n XX

> Hinweis zum Differenzieren des Zahlers:

Die Ableitung von In(x) ist 1
X

> Hinweis zum Differenzieren des Nenners:
Die Ableitung von x" ist n>x™*

- Nun kann der Grenzwert berechnet werden:
lim 1 = 1 = 1 =0
@¥ nxx"  nxX¥" ¥

Inx

n

- Ergebnis: | lim =0 [n>0

X® ¥ X

- Deutung:
Dem Ergebnis kann man entnehmen, dal? die Funktionswerte
jeder Potenzfunktion x" (n>1) bzw. jeder Wurzelfunktion (0>n>1)
die Werte der nattirlichen L ogarithmusfunktion irgendwann tberholen.
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L'Hospital - Losungen der Aufgaben

B3

- Gesucht: [lim — =

- Uberprifen ob die Regel von L'Hospital angewendet werden darf :

Fir x ® ¥ geht der Zahler gegen ¥ L'Hospital darf angewendet werden,
Fir x ® ¥ geht der Nenner gegen¥ | dazahler und Nenner gegen ¥ gehen

. Zahler und Nenner differenzieren:
)t o
i 7
x (ex)(t x e

- Versuchen den Grenzwert zu berechnen
2X ¥

[im .
x® ¥ e

Die Anwendung der Regel von L'Hospital fihrt wieder auf einen unbestimmten
Ausdruck. Wir miissen daher die Regel von L'Hospital nochmals anwenden

- Zahler und Nenner nochmals differenzieren:
(2x)® 2

[Iim ——=Ilim —
x® ¥ (ex)q: x® ¥ ex

- Nun kann der Grenzwert berechnet werden:

lim 3:3:0
x® ¥ ex ¥
2
- Ergebnis. |lim — =0
x® ¥ ex

Hinwels: Die nachste Aufgabe ist eine Veralgemeinerung dieser Aufgabe.

- Eine nebenbel gewonnene Erkenntnis:
Well der Quotient fur grof3e x zu 0 wird, wissen wir, dal3 die Werte der Funktion €

(fir grolRe x) wesentlich groRer werden, als die Werte der Potenzfunktion x?.
In der néchsten Aufgabe zeigen wir, dal3 dies fir alle Potenzfunktionen gilt.
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L'Hospital - Losungen der Aufgaben

B9

- Notwendige Vorkenntnisse:
Fur diese Aufgabe sollte man wissen, was man unter der n-ten Fakultét
(geschrieben: n!) versteht: n! = 1x2x3x%..xn  (Beispial: 41=1x2 X3x4=24)

n

. Gesucht: lim 2= = |al N

X® ¥ ex

- Uberpriifen ob die Regel von L'Hospital angewendet werden darf :
Fir x ® ¥ geht der Z&hler gegen ¥ L'Hospital darf angewendet werden,
Fir x ® ¥ geht der Nenner gegen¥ | daZahler und Nenner gegen ¥ gehen

- Zahler und Nenner differenzieren:
Im Gegensatz zu sonst differenzieren wir n-mal (bilden die n-te Ableitung)
und berechnen dann den Grenzwert. Die Erklarung folgt gleich:

X" )¢ XL

X

[im =lim
x® ¥ (ex)q: x® ¥ e

n @ _ n-2
lim (x") —lim nx(nlzxx _
x® ¥ (ex)(u; x® ¥ e
) n!
" - - - . x"n I %0 I I
im (x )():Iim XD X2 (-3 x. A x"" i L onl_nt
Y@ ¥ (ex)n Y® ¥ ex x® ¥ ex Xx® ¥ ex

Wir erkennen: Wir mussen n-mal differnzieren, denn dann wird der Exponent von x zu 0,

und dadurch verschwindet x aus dem Zahler, wodurch der Zahler zur Konstanten n! wird.
Nun ist der Grenzwert berechenbar (ein unbestimmter Ausdruck kann ja nicht mehr entstehen,
denn es gibt keinen unbestimmten Ausdruck, der ein Konstante im Z&hler oder Nenner hat).

Zur nochmaligen Verdeutlichung zeigen wir was passieren wirde,
wenn wir einmal zu wenig (also nur n- 1 mal) differenzieren wirden:

n)oD n-(n-1) 1
| . nXN-1)XNn-2) {n-3) X.. 2 - X oonkxet onkxx ¥
lim =lim =lim =lim =—
¥ (o )(”'1) @ ¥ e ¥ gF @¥ o ¥

Wir sehen: Differenzieren wir nur (n-1) mal und nicht n-mal, so liegt noch ein unbestimmter Ausdruck vol

n

- Ergebnis. |lim — =0

- Interpretation des Ergebnisses
Die Funktionswerte der Exponentialfunktion tberholen (fur grof3e x) die jeder
Potenzfunktion (z.B. tiberholt y=e* auch irgendwann die Funktionswert von y= x*%®®,
obwohl y= x'**® am Anfang natiirlich viel schneller wichst als die Funktion €).
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L'Hospital - Losungen der Aufgaben

B10 -Ldsungsvariante 1

. Gesucht: | lim 2n(3%)
x®]% tan x

- Uberpriifen ob die Regel von L'Hospital angewendet werden darf :
Flr x ®

Firx ®

No N[O

- Z&hler und Nenner differenzieren und den Doppel bruch vereinfachen:

3
lim M(:: lim Ll(?”‘):nm %
@8t @R L @P Co »
2 Lt > cosx 2

- Wir versuchen nun den Grenzwert zu berechnen:
lim 3xcos” x _ 3xcos’ (%) _0
@D cos’ (3x) cog? (3>Lg) 0

geht der Zahler gegentan(3x) = ¥ {1 | 'Hospital darf angewendet werden,
geht der Nenner gegen tan(x) = ¥ % dazahler und Nenner gegen ¥ gehen

Weil wieder ein unbestimmter Ausdruck entsteht, miifte man nochmal die Regel von L'Hospital

anwenden. Die Ableitungen wéren aber sehr kompliziert, und daher vereinfchen wir den

Grenzwert mit den Grenzwertsatzen:

2 2
. 3xcos® x . cos’ x . cosx ¢ cosx ¢
lim 222X = 3x|lim —— X = 3xlim & 9 - 3:&8im 0

p cos(3x) p cos(3x) p %cos(3) g p cos(3x) %
x®2 (X) x®2 (X) x®2 8 (X)ﬂ gx®2 ()C)g

- Nebenrechnung:

Nun bestimmen wir in einer Nebenrechnung den Grenzwert in der Klammer:

[im %:) :% (unbestimmter Ausdruck, deshalb L'Hospital anwenden)
x® g X

lim [CLX]G:— li -snx _ -1 _ 1 Ergebnis der
- g - i _ =-— - N h
®8 [cos(3y)] ¢ @2 -3sin(3) 3(-1) 3 ebenrechnung

- Einsetzen des Ergebnisses der Nebenrechnung in das Zwischenergebnis:

2 2
Einsetzen: 3x8im 5% 0 _g2 10 1
gx®p cos(3x) 3 3

2 o}

- Ergebnis: lim ten (3x) = 1

®P tan x 3
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L'Hospital - Losungen der Aufgaben

B10 (L6sungsvariante 2)

- Gesucht: | lim ten (3x) =
@k tanx
2
- Vereinfachen

Wir vereinfachen den Term zuné&chst, indem wir die trigonometrische
. in X
Beziehung tanx = 3

und die Grenzwertsétze anwenden:

COS X
Erklarung sin(3x)  Doppelbruch Grenzwertsatz
im tan(3x) Seneoben im  COS(3x vereinfachen lim asin(3x)  cosx g HperProdukte
@b tanx xy. sinx w® 8 & sinx cos (3x) g
COS X
Grenzwert des
Grenzwertsatz - . 1.Faktors
) : limsin(3x)
. amin(3x)6 . g cosx ¢  UberQuotienten  gp g cosx ¢  Perechnen
Ilmg : T e limgae—2_"~ = —2 . limge/—"_=x =
pé SNX g p& cos (3x) 5 lim sin x p& cos (3x) &
x® x® x®
2 2 @B 2
Bruch
-1 cosx ¢ Vereinfachen . COSX §
< lim & 0 = (- 1) xlim 2229

x®%8 cos (3X) & x®%8 cos (3x) &

- Wir versuchen nun den Term bzw. Grenzwert zu berechnen:

(- 1) xlim &BX_0 (-1)&&;: .0
x®%8 cos (3x) & § cos (3&2); 0

Well ein unbestimmter Ausdruck entsteht, missen wir nun die Regel von L'Hospital anwenden:

- Zahler und Nenner differenzieren (d.h. Regel von L'Hospital anwenden):

(Dxlim L0 gy 80X
x® 2 [cos (3x)] ¢ x® 5 - 3sin(3x)

- Wir versuchen nochmals den Term bzw. Grenzwert zu berechnen:

Y tSNXC -snf -1 1
B e R e ¥ ) I A~ S

Geschafft! Der Grenzwert liefd sich berechnen.

- Ergebnis:

© Copyright by www.mathematik.net



L'Hospital - Losungen der Aufgaben

B11-L6sungsvariante 1

- Gesucht: [lim —COt(ZX) =
x®0  cot (5x)

. Uberprifen ob die Regel von L'Hospital angewendet werden darf :

Fiir x ® 0geht der Zahler gegencot(2>0) =¥ I L'Hospital darf angewendet werden,
Fir x ® 0 geht der Nenner gegen cot (5>0) = ¥ g da Zahler und Nenner gegen ¥ gehen

- L'Hospital anwenden (Zahler und Nenner differenzieren):

-2 Grenzwertsatz
Zahler und Nenner _ ™=  Doppdbruch Uber Produkte
[cot(2x)] ¢ “dteeneen  gla(5 ) besion LD gp?(5y) - awenden
| I’Tg —_ = |I®rT0] =5 = ||®rr0] —><T =
"% [cot(5x)] ¢ (R @0 -5 gn®(2x
sin? (5x)

Den Grenzwertsatz
fir verkettete
s kann schon Potenzgesetz . 2 Funktionen
.2 . &in®(6x) Peehewedn 2 . gin®(5x) aweden 2 . gmin(b5x) g ewenden
lim z X lim———~ = —Ai =

= =7 = im =
»®0 5in® (2x) 5 ®0sn®(2x) 5 x0&sin(2x) &

Erster Grenzwert

. 2
2 i S8 0
5 &©0 sin(2x) g

Zwischenergebnis

In einer Nebenrechnung berechnen wir nun den Grenzwert in der Klammer!

*Nebenrechnung (Grenzwert in der Klammer berechnen):

lim sin(5x) _ sin(5>0) _sin(0) _0

0 sn(2x) sin(2>0) sn(0) 0

Da ein unbestimmter Ausdruck entsteht, muf3 auch innerhalb der

Nebenrechnung die Regel von L'Hospital einmal angewendet werden:
[sm(5x)] ¢ _ (i 50s(5x) _ 5c05(5>0) _ 5

x®0 [sin(2x)] ¢ ©0 2cos(2x) 2cos(2x0) 2

Ergebnis der Nebenrechnung

oErgebnis aus der Nebenrechnung in das Zwischenergebnis einsetzen:
sn(5x) 6 _ 2 o668 _2 a@56_50 _

5>Ex®o in(2x) 5 5628 56&4p 20

cot (2x) _
0 cot (5x)

S

- Ergebnis:
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L'Hospital - Losungen der Aufgaben

B11-L6sungsvariante 2

- Gesucht: {lim —COt(ZX) =
»®0 ot (5x)

- Uberpriifen ob die Regel von L'Hospital angewendet werden darf :
Fir x ® 0 geht der Zahler gegen cot (2>0) = cot (0) =+¥ (I L'Hospital darf angewendet werden,
Fir x ® 0 geht der Nenner gegen cot (5>0) = cot (0) = +¥ [V) daZahler und Nenner gegen ¥ gehen

- Vereinfachen
Wir vereinfachen den Term zunéchst, indem wir die trigonometrische
. X . .
Beziehung cot x = CQS und die Grenzwertsatze anwenden:
sin x
Grenzwertsatz
Erklarung cos(2x)  Doppelbruch fur Produkte
siehe oben - vereinfachen . . anwenden
cot (2x) — im SN (29 — im 208 (2x) i (5x) 6 —
x®0  cot (5x) x®0 cos(5x) x®0 &cos (5x) sin(2x) g
sin (5x)
Grenzwerte
fir Guotenen  1im cos(2x) Beiechnen
. ur .
im 08 (2) . sin (5x) — L costex « lim SN (5x) —
x®0 cos (5x) x®0 sin(2x) limcos(5x)  x®0 sin(2x)
x® 0
e
. W .
L gim SN (5x) =eg . sin (5x)
1 x®@0 sin(2x) x®0 sin(2x)

- Versuchen den Grenzwert zu berechnen:
im SN (5x) _ im SN (50) _ 0
x®0 sin(2x) x®0 sin(5x0) 0
Die Grenzwertberechnung ist nicht moglich, weil ein unbestimmter
Ausdruck auftritt. Daher mussen wir L'Hospital anwenden

- Regel von L'Hospital anwenden (Z&hler und Nenner differenzieren):
' ¢
im [sin (5x)] ¢_ im 5cos(5x)
x®0 [gn(2x)] ¢ x®0 2cos(2x)

- Grenzwert berechnen:
5cos(5x) _ 5cos(5x0) _ 5cos(0) 5%

Im = = = =25
x®0 2cos(2x) 2cos(2x0) 2cos(0) 2%

- Ergebnis; {lim cot(2x) _

=25
x®0  cot (5x)
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L'Hospital - Losungen der Aufgaben

B12

- Gesucht: |:|

- Uberprifen ob die Regel von L'Hospital angewendet werden darf :

Fur x ® ¥ 0" geht der Zéhler gegen¥ {1 L'Hospital darf angewendet werden,
Fir x ® ¥ 0" geht der Nenner gegen ¥ % da Zahler und Nenner gegen ¥ gehen

- Zahler und Nenner differenzieren:
()¢

lim — =
x® ¥0 ( )(]:

> Hinweis zum Differenzieren des Zahlers:
> Hinweis zum Differenzieren des Nenners:

- Nun kann der Grenzwert berechnet werden:

- Ergebnis: |:|
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L'Hospital - Losungen der Aufgaben

B13

- Gesucht: |:|

- Uberprifen ob die Regel von L'Hospital angewendet werden darf :
Fur x ® ¥ 0" geht der Zéhler gegen¥ {1 L'Hospital darf angewendet werden,
Fir x ® ¥ 0" geht der Nenner gegen ¥ [\; da Zahler und Nenner gegen ¥ gehen

- Zahler und Nenner differenzieren:

> Hinweis zum Differenzieren des Zahlers:
> Hinweis zum Differenzieren des Nenners:

- Nun kann der Grenzwert berechnet werden:

. Ergebnis; | ]
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