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Vorwort

Dieses Skript richtet sich an den Schulunterricht der Sekundarstufe II. Studierenden kann es als Wider-
holung niitzlich sein, es entspricht aber nicht den im Studium behandelten Linearen Abbildungen.

Das Anliegen dieses Skriptes ist eine geometrische (d.h. anschauliche) Motivation der Linearen Abbildun-
gen darzulegen. Wir werden uns hauptsichlich auf den R? beschriinken, da die studierten Eigenschaften
sich ohne Probleme auf hohere Dimensionen iibertragen lassen, die Frage hierbei ist ndmlich, in wie weit
bzw. ob {iberhaupt es niitzlich sein kénnte, diese hoheren Dimensionen gesondert zu betrachten.

Die wichtigste Anwendung dieser Abbildung ist namlich z.B. die Computergraphik, darum wollen wir
auch an einige Stellen gesondert auf die einzelnen Abbildungstypen eingehen.

Nun bleibt mir nur noch zu hoffen, dass dieses Skript dem Leser verstédndlich ist und ihm auch niitzt.
Fiir Anregungen, Verbesserungsvorschlidge und bei Fehlern bitte ich um eine kurze E - Mail an

sven.b@okay.net

Sven Blumberg
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Kapitel 1

Lineare Abbildungen

1.1 Einfiihrung

Wir kennen z.B. aus dem Geometrieunterricht verschiedene Abbildungen in der Ebene. Abbildungen in
der Ebene sind dabei Abbildungen der Ebene, die wieder in die Ebene abbilden; einige iiberfiihren z.B.
Dreiecke in Dreiecke.

Wir kennen dabei z.B. Verschiebungen, Spiegelungen an Achsen (insbesondere hierbei an der x - oder der
y - Achse), Spiegelungen an Punkten, Drehungen, Streckungen und noch viele mehr. In der klassischen
Geometrie, wie man sie in der Sekundarstufe I lernt, untersucht man dabei, wie man diese verschiedenen
Abbildungen konstruiert.

Die Linearen Abbildung der Sekundarstufe IT sind dabei wichtige Elemente der sogenannten analytischen
Geometrie. Analytische Geometrie soll nun dabei heissen, dass man versucht, die Methoden der Analysis
auf die Geometrie zu iibertragen, die Geometrie analytisch zu erfassen. Das heisst nun fiir uns im Spe-
ziellen, dass wir versuchen die verschiedenen Abbildungen durch Abbildungsgleichungen zu erfassen
und an Thnen die Eigenschaften der Abbildungen wiederzuerkennen.

Wir wollen hierfiir nun versuchen eine Abbildungsgleichung zu
Verschiebung entwickeln (dies ist zwar nur ein einfaches Beispiel, aber so erkennt
man schneller das Prinzip). Wir werden dabei zwei Dinge beachten

L

1. Bei der Verschiebung, bleibt das Dreieck in Form und Aus-
—(2.2) richtung erhalten, d.h. alle Punkte werden gleich abgebildet
T (im Gegensatz z.B. zur Streckung)

11,1}
j x 2. Alle Punkte werde parallel verschoben

Wenn wir uns nun die jeweiligen Ecken der beiden Dreiecke durch
Pfeile verbunden vorstellen, erkennt man, dass die Pfeile alle die
gleiche Richtung und Lange haben.

D.h. wir haben schon eine Gemeinsamkeit zwischen den Punkten und den verschobenen Punkten ge-
funden. So wird zum Beispiel der Punkt (1,1) auf (2,2) verschoben, der Punkt (0,1) auf (1,2), etc.; wir
erhalten dann somit folgende Abbildungsgleichung, wenn wir den Punkt mit (x,y) und den verschobeben

Punkt mit (x,y’) bezeichnen
¥ = z+1
{ , (1.1)

y o= y+l1

Wir haben also unsere erste geometrische Abbildung durch eine Gleichung beschreiben kénnen. Im Ubri-
gen, sei bemerkt, dass das abgebildete Dreieck schon durch die abgebildeten Eckpunkte eindeutig festge-
legt, d.h. es geniigt die Eckpunkte zu berechnen.
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Wir wollen nun ein noch die Gleichungen fiir ein paar weitere Abbildungen ermitteln.

1.1.1 Spiegelungen
Wir unterscheiden drei Arten von Spiegelungen

1. Punktspiegelungen sind Spiegelung an einem Punkt, wir werden hierbei nur die Spiegelungen am
Ursprung betrachten, da andere Punktspiegelungen keine linearen Abbildungen sind (mehr dazu in
Kapitel 1.2).

<._\.
N
1 "

Abbildung 1.1: Punktspiegelung an 0

Betrachten wir nun zum Beispiel den Punkt (1,1), dann wird er auf (-1,-1) gespiegelt, es ist also

klar, dass
/ — —
oY (1.2)
y = -y

die Abbildungsgleichung fiir eine Punktspiegelung am Ursprung ist, wenn wir mit (x,y) den Punkt
bezeichnen und mit (x’,y’) den gespiegelten Punkt. Wir werden spéter noch darauf eingehen wieviele
Punkte man abbilden muss um eine solche Abbildung eindeutig zu bestimmen.

2. Achsenspiegelungen treten am hiufigsten auf, sie sind wichtiger Bestandteil in der Optik. Hierbei
spgelt man einem Punkt, indem man das Lot auf die sogenannten Spiegelachse setzt, d.h. den zu
spiegelnden Punkt orthogonal mit der Spiegelachse verbindet. Nun setzt man die gleiche Strecke
noch einmal ’hintendran’ und erhélt den gespiegelten Punkt

.
: Ty
%,
1

Abbildung 1.2: Achsenspiegelung an der y - Achse

Die zugehorige Abbildungsgleichung ist
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3. Schrigspiegelungen sind allgemeinere Achsenspiegelungen, da man hierbei nicht das Lot sondern
eine vorgegebene Richtungsachse.

B

Abbildung 1.3: Schrigspiegelung an der x - Achse in Richtung der ersten Winkelhalbierenden

Die zugehorige Abbildungsgleichung ist

1.1.2 Streckungen
Wir unterscheiden zwei Arten von Streckungen

1. Zentrische Streckung mit Streck - Zentrum z und Streckfaktor s, wobei uns wiederum nur zen-
trischen Streckungen vom urpsrung aus interessieren, da ansonsten die Linearitét verlorengeht.

Abbildung 1.4: zentrische Streckung von (0,0) aus mit Streckfaktor 2

Die Abbildungsgleichung lautet dann

{x/ = (1.5)

y = 2y

2. Parallelstreckung entlang an einer gegebenen Achse s in Richtung einer Geraden g mit Streck-
faktor k.
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Abbildung 1.5: Parallelstreckung an der x - Achse mit Streckfaktor 2 in Richtung y = x

Man nennt hierbei s (in der Abbildung ist dies die x - Achse; g ist dies die erste Winkelhalbierende)
die Streckachse.

Wir wollen nun einmal etwas ausfiihrlicher die Abbildungsgleichung fiir das Beispiel ermitteln.
Wir bezeichnen nun mit P einen Punkt und mit P’ seinen abgebildeten Punkt, dann miissen wir
zwei Félle unterscheiden

e P € s, dann folgt P = P".
e P ¢ s, dann folgt die Gerade PP’ ist parallel zu g.

Wir betrachten hierbei den zweiten Fall, also hat die Gerade PP’ die Steigung 2, es gilt also

Y79 — 9 (1.6)

und wegen dem ersten Fall

fassen wir nun beides zusammen, so erhalten wir als Abbildungsgleichung

1
vo= gy (1.8)

y = 2y

1.1.3 Drehungen und Scherungen

Wir wollen kurz ohne Nachweis noch die beiden Abbildungsgleichungen angeben

1. Drehungen um einen Winkel « sind wichtig insbesondere fiir die Computergraphik. Auch hier
betrachten wir wiederum nur Drehungen um den Ursprung.

Abbildung 1.6: Drehung um den Ursprung mit dem Winkel «
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Die Abbildungsgleichung lautet
' = cos(a) -z —sin(a)- -y (1.9)
y = sin(a) -z +cos(a)-y .

2. Scherungen an der Achse s um den Winkel a werden folgendermassen konstruiert, man zieht vom
Punkt P aus das Lot auf die sogenannte Scherungsachse s, an diesem Lot trigt man den Winkel
«a ab und verbindet nun dies mit der zu s parallelen Gerade durch P; der Schnittpunkt ist P’.
Die zugehorige Abbildungsgleichung lautet

{x’ = z+tan(a)-y (1.10)

/

y =Y

PP

Abbildung 1.7: Scherung an der x - Achse um den Winkel «

Aufgabe 1. Bestimmen Sie fiir die Spiegelung an der x - Achse eine Abbildungsgleichung.
Aufgabe 2. Bestimmen Sie fiir die Spiegelung an der ersten Winkelhalbierenden die Abbildungsgleichung

Aufgabe 3. Bestimmen Sie fiir die Parallelstreckung mit der y - Achse als Streckachse in Richtung der
ersten Winkelhalbierenden mit dem Streckfaktor 3 eine Abbildungsgleichung.

Aufgabe 4. Bestimmen Sie eine Abbildungsgleichung, die die Punkte P (0,1), Q (1,0), O (0,0) auf
die Punkte P’ (2,0), Q’ (1,1) und O’ (1,0) abbildet. Solch eine Abbildung nennt man affin - lineare
Abbildung oder Affinitdt
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1.2 Eigenschaften von Linearen Abbildungen

Bevor wir iiber Eigenschaften reden kénnen, miissen wir uns im klaren werden, was wir unter einer Li-
nearen Abbildung verstehen wollen.

Definition 1.2.1. FEine Lineare Abbildung ist eine Abbildung f: M — N, fiir die gilt

1. Seien my, mg € M zwei Elemente aus M, dann gilt

fmi+ma) = f(mi) + f(me) (1.11)
Diese Eigenschaft nennt man Additivitdt.
2. Seim € M ein Element aus M und r € R eine reelle Zahl, dann gilt
f(r-m) = r-f(m) (1.12)
Dies nennt man Homogenitit.
Wir nennen M die Urbildmenge von f. Das Bild von f ist die Menge

Bild(f) := {f(m): mit m € M} (1.13)

Diese Definition ist nun ziemlich abstrakt darum wollen wir und an einigen Beispielen klar machen,
dass wir schon sehr viele Beispiele kennen.

Beispiel 1.2.2.
1. f:R — R mit f(x) = cx (¢ # 0) ist eine lineare Abbildung, denn

flz+y) = c-(z+y) (1.14)
= cr+cy (1.15)
= f@)+fy) (1.16)
und weiter
flrz) = ¢ (ro) (1.17)
= r(cx) (1.18)
= r-f(x) (1.19)

also ist f eine lineare Abbildung.

2. Spiegelungen am Ursprung, Drehungen um den Ursprung und zentrischem Streckung mit Zentrum
(0,0) sind lineare Abbildungen

Wie wir nun beim ersten Beispiel gemerkt haben, ist es sehr aufwendig die beiden Bedingungen zu
iiberpriifen, darum wollen wir folgende Eigenschaft iiberpriifen
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Satz 1.2.3. Eine Abbildung f: M — N ist genau dann linear, wenn fir alle my, mg € M und r, s € R
gilt

flr-my+s-ma) = 7r-f(my)+s-f(ms) (1.20)

Wenn wir uns nun néher mit den so oben studierten Beispielen, aber auch mit den Bemerkungen des
letzten Kapitels auseinandersetzen, dann finden wir noch eine weitere wichtige Eigenschaft, die allen li-
nearen Abbildung gemeinsam ist.

Lemma 1.2.4. Fiir jede lineare Abbildung f gilt f(0) = 0.

Beweis. Es gilt
f(0) = f(0-0) (1.21)
= 0-f00) = 0© (1.22)

wobei die Umformung von (1.21) nach (1.22) auf Grund der Homogenitidt von f gilt, also haben wir
insgesamt

f0) = 0 (1.23)

O
Wir wollen noch ein paar Eigenschaften kennelernen

Definition 1.2.5. FEine Abbildung f: M — N heisst

e geradentreu, wenn das Bild einer Geraden wieder eine Gerade ist.

parallelentreu, wenn die Bilder zweier paralleler Geraden wieder parallel sind.

umkehrbar, wenn es eine Abbildung g gibt, so dass fiir jeden Punkt m € M gilt

flglm)) = m (1.24)

Man nennt dann g die inverse Abbildung

teilverhdltnistreu, T liege auf der Strecke AE und sind A’, E°, T’ die zugehorigen Bildpunkte,
dann gilt

TV(ATE) = TV(A'T'E') (1.25)

Es gilt dann folgender Satz

Satz 1.2.6. Fliir eine lineare Abbildung f: M — N gilt
1. ist f geradentreu und umkehrbar, dann ist f parallelentreu

2. ist f geradentreu und umkehrbar, dann ist f teilverhdltnistreu

Beweis.

1. Wir fiihren den Beweis indirekt. Seien g und h zwei parallele und verschiedene Geraden und es
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bezeichnen g’ und h’ die Bilder der Geraden unter f.

Annahme g’ und h’ sind nicht parallel, dann folgt (da wir im R? sind), dass g und h mindestens
einen Schnittpunkt haben; wir wollen diesen Schnittpunkt P nennen. Dann folgt aber, dass
das Urbild von P auf g und h liegt! Dann wéren g und h aber nicht parallel. Widerspruch!!!

Also miissen g’ und h’ parallel sein.
O

Definition 1.2.7. Sei f: M — N eine Abbildung und n € N ein Punkt. Wenn es ein m € M gibt, so dass
fm) = n (1.26)
dann heisst m das Urbild zu n.
Aufgabe 5. Beweisen Sie Satz 1.2.3
Aufgabe 6. Beweisen Sie Satz 1.2.6 2.
Aufgabe 7. Untersuchen Sie, ob die folgende Abbildungen umkehrbar sind
1.
f:R? — R? (1.27)
fl) = x4+ <2) (1.28)
2.
g:R — R (1.29)
glz) = 2 (1.30)

Aufgabe 8. Finden Sie eine Abbildung, die geradentreu aber nicht umkehrbar ist
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1.3 Darstellung von linearen Abbildungen

Wir haben nun schon einige wichtige Eigenschaften von inearen Abbildungen kennengelernt und auch
schon im ersten Teil einen wichtigen Schritt gemacht, indem wir Abbildungsgleichungen gefunden haben.
Lineare Abbildungen sind nun ein Spezialfall der Abbildungen, die wir schon in 1.1. kennengelernt haben.
Sie sind aber der wichtigste Fall, den wir hier betrachten wollen. Sie sind von grosser Bedeutung in der
Algebra schon wegen den bequemen Eigenschaften, die wir zuvor kennengelernt haben.

Nun suchen wir wie schon zuvor auch eine Moglichkeit wie man diese darstellen kann. Dazu wollen wir
uns erst einmal klar machen, wieviele Punkte man braucht, um eine lineare Abbildung festzulegen.

Dazu miissen wir uns aber erst einmal tiber den Zusammenhang zwischen einem Vektor und einem
Punkt klar werden. Der Begriff Punkt ist intuitiv klar, wir miissen uns dazu nun noch

7

1 1.1

£ .

1

s

Abbildung 1.8: Punkt, Ortsvektor, Vektor

klar machen, dass es einen Pfeil gibt, der den Ursprung mit diesem Punkt verbindet. Dieser Pfeil ist ein
Vektor; dieser spezielle Vektor heisst Ortsvektor. Wie man in der Figur erkennt, gibt es viele Pfeile,
die die gleiche Richtung und Lénge wie der Ortsvektor zum Punkt (1,1) hat. Darum unterscheidet man
auch diese Pfeile nicht. Um nun zwischen Punkten und Vektoren besser zu unterscheiden, bezeichnen wir
mit a = (1,1) den Punkt und @ den zugehorigen Vektor. Zur besseren Kennzeichnung findet man auch
h#ufig, die beiden Komponenten untereinander geschrieben: @ = (}) Wir werden aber aus Platzgriinden
auf diese Schreibweise verzichten und schreiben stattdessen @ = (1,1)7, wobei das T im ”Exponenenten”

deutlich machen soll, dass es sich hierbei um einen Spaltenvektor handelt.

Nun miissen wir uns noch an ein paar Begriffe erinnern

Definition 1.3.1. Sei V ein Vektorraum, die Vektoren ai, ..., a,, heissen
1. linear unabhdngig, wenn aus A1 -dy + ... + Ay -ap, = 0, folgt Ay = ... =\, = 0.

2. linear abhdngig, wenn sie nicht linear unabhdngig sind, d.h. ein Vektor ldsst sich als Linearkom-
bination der anderen darstellen.

3. Erzeugendensystem, wenn es fiir jeden Vektor v € V eine Linearkombination der Vektoren
a1, ..., Gy gibt mit

AM-ai+ ..+ pdp, = U (1.31)

4. Bastis, wenn sie Erzeugendensystem und linear unabhdngig sind

Diese Definitionen sind wieder sehr allgemein gefasst, zum besseren Versténdnis empfiehlt es sich die
Aufgaben am Ende des Abschnittes zu bearbeiten.
Nun kénnen wir folgenden Satz formulieren
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Satz 1.3.2. Sei f: R? — R? cine lineare Abbildung und i, v € R? eine Basis des R%. Dann ist die lineare
Abbildung eindeutig durch die Bilder f(i) und f(T) festgelegt.

Beweis. f(@), f(¢) bilden ebenfalls eine Basis, das bedeutet, dass wir einen Vektor @ folgendermas-
sen abbilden kénnen.
Da 4 und ¥ eine Basis sind, gibt es Koeffizienten A; und A2 so dass

W = A -U+A-4U (1.32)
Wenden wir nun f auf « an, dann folgt
f@) = f-04X2-1) (1.33)

und auf Grund der Linearitéit von f folgt dann

fu-T4+X2-1) = f(A-0)+ f(A2- 1) (1.34)
= A f(0) + A2 f(0) (1.35)

(1.36)

O

Wir haben diesen Satz nur reprisentativ fiir den R? gezeigt, er iibertrigt sich ohne Probleme auf andere
Dimensionen. Dies soll uns aber an dieser Stelle nicht weiter beschéftigen.

Wir wollen uns nun an Matrizen erinnern, es gilt

Lemma 1.3.3. Sei A eine (2 x 2 ) - Matriz, dann ist die Abbildung

f:R? — R? (1.37)
f@ = A7 (1.38)

eine lineare Abbildung

Wir kommen nun zu den verschiedenen Darstellungsarten einer linearen Abbildung
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Definition 1.3.4. Es sei f: R2 — R? eine lineare Abbildung. Es bezeichne €1 = (1,0)" und ¢35 = (0,1)"
(man nennt dabei e; den i - ten Einheitsvektor). es sei weiter (ay,a2)T = ad = f(€1) das Bild des ersten und

(b1,b2)T = b= f(€3) das Bild des zweiten FEinheitsvektor, dann gibt es die folgenden drei Darstellungen
einer linearen Abbildung

1. die Koordinatendarstellung ist

- . by -
T mm o (1.39)
To = a2'£)31+b2'$2
2. die Matrizdarstellung ist
7 = A-x (1.40)

o aq bl
A = < I > (1.41)
3. die Vektordarstellung ist

= ay-d432-b (1.42)

Wir berechnen also das Bild des ersten Basisvektors und schreiben den Vektor in die erste Spalte der
Matrix und das Bild des zweiten Basisvektors in die zweite Spalte der Matrix.

Wir werden hauptséichlich mit der Matrixdarstellung arbeiten, da viele Eigenschaften der darstellenden
Matrizen Schlussfolgerungen auf den Abbildungstyp zulassen. Darum wollen wir uns auch im n#chsten
Abschnitt mit ihnen ein bisschen mehr beschéftigen.

Aufgabe 9. Untersuchen Sie folgende Vektoren auf lineare Unabhdngigkeit
1. (0,1)" und (1,0)* im R?

(0,1,1)", (1,0,0)" und (0,1,0)T im R?

(0,1,1)", (0,0,1)" und (0,1,0)T im R?

(2,0,1,1), (3,0,0,1) und (0,1,0,0)T im R*

(1,2,8,4)%, (0,0,0,1)%, (1,0,1,0)" und (0,1,0,0)7 im R*

S &

(2,0,1,1,0)*, (0,0,0,1,0)T, (1,0,0,0,0)* und (0,0,1,0,0)* im R>
7. (1,2,4,9)7, (1,2,4,1)7 und (1,2,1,9)" im R*
Aufgabe 10. Untersuchen Sie, ob folgende Vektoren eine Basis bilden
1. (1,0)" und (1,1)* im R?
2. (1,1,0)F, (0,1,0)" und (1,0,0)F im R3
3. (1,1,0,1)%, (1,0,1,0)" und (1,0,0,1)F im R*
4. (1,1)T, (0,1)" und (1,0)" im R?
Aufgabe 11. FErginzen Sie folgende Vektoren zu einer Basis
1. (1,0,0)F und (1,1,0)" im R?
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2. (1,1,0,1)%, (0,1,0,1)" und (1,0,0,1)F im R*
3. (1,0,1,0)T und (1,0,0,1)" im R*

Aufgabe 12. Zeigen Sie:
Sind die Vektoren ai, ..., a,, Basis eines Vektorraumes V, so lisst sich jeder Vektor v € V eindeutig, als
Linearkombination dieser Basis darstellen (Hinweis: Fihren Sie den Beweis indirekt)

Aufgabe 13. Zeigen Sie:
Sind die Vektoren @ und v eine Basis im R? und f: R?> — R? eine lineare Abbildung, dann bilden f(ii)
und f(U) ebenfalls eine Basis im R?.

Aufgabe 14. Beweisen Sie Lemma 1.5.3

Aufgabe 15. Bestimmen Sie alle drei Darstellungsarten zu der linearen Abbildung, die die Punkte P
(0,1) und Q (1,0) auf P’ (1,0) und Q’ (0,1) abbildet.

Aufgabe 16. Bestimmen Sie die Matriz - Darstellung zu den Abbildungen aus den
Aufgaben 1, 2 und 3.
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1.4 Exkurs: Matrizen

Wir wollen uns nun mit Matrizen etwas nidher beschéftigen. Wir haben schon indirekt gesehen, wie man
Matrizen und Vektoren multipliziert, denn es ist fiir

AZ = (“” “12> : (9“) (1.43)
a1 Q22 T2
_ a11 X1+ a12 - T2 (1.44)
Qg1 * X1 + Qg2 - T2 )

Dies ist also nichts anderes als eine Umformung der Matrixdarstellung zu Vektordarstellung. Wir wollen
nun kurz darauf eingehen, wie man Matrizen addiert und multipliziert

Definition 1.4.1. Seien A = [ “' “2) ynd B = bii biz , dann definieren wir
a1 a922 b21 b22

1. die Matrizaddition folgendermassen

a11 + b1 a1z +b12
A+ B = 1.45
<a21 +0bo1  aze + sz) (1.45)

2. sei v € R eine reelle Zahl dann definieren wir
reA = (m“ ’"‘“2) (1.46)
rasy 1ragz
3. die Matrizmultiplikation folgendermassen

A B — <a11bl1 +aizbar  anbia + a12b22) (1.47)

a21b11 + azabo1  a21b12 + azzboo

Der Vollstandigkeit halber sei bemerkt, dass die Menge der Matrizen mit der oben definierten Addition
und Multiplikation eine besondere algebraische Struktur bilden, einen sogenannten Ring, dazu ben6tigen
wir noch folgende Eigenschaften der Addition und Multiplikation

Lemma 1.4.2. Seien A, B, C (2x2) - Matrizen, dann gelten

1. die Assoziativgesetze der Addition und Multipliaktion, d.h.

(A+B)+C = A+(B+0) (1.48)
(A-B)-C = A-(B-0C) (1.49)

2. das Kommutativgesetz der Addition, d.h.
A+B = B+A (1.50)
3. die Distributivgesetze, d.h.

A+B)-C = A-C+B-C (1.51)
A-(B+C) = A-B+A.-C (1.52)




KAPITEL 1. LINEARE ABBILDUNGEN 16

Wir kennen nun aus der Multiplikation der reellen Zahlen das sogenannte neutrale Element der Multi-
plikation die 1, denn es gilt x - 1 = x fiir jedes x € R. Die Frage ist nun, ob es auch ein neutrales Element
fiir Matrizenmultiplikation gibt. Die Antwort liefert uns

Lemma 1.4.3. Die Matriz Iy definiert durch I, = (
kation, d.h. es gilt fiir eine Matriz A

(1) ?) ist das neutrale Element der Matrixmultipli-

AT = A (1.53)

Wir wollen nun ein méchtiges Mittel kennenlernen um wichtige Eigenschaften von Matrizen herauszufin-
den; die Determinante. Sie ist insbesondere ein Indikator fiir die Umkehrbarkeit. Umkehrbarkeit haben
wir nun schon bei linearen Abbildungen kennengelernt, wir wollen uns aber die Bedeutung wieder anhand
der reellen Zahlen klar machen.

1
Fiir eine von 0 verschiedene reelle Zahl x gibt es eine eine Zahl —, so dass
x

1
= =1 1.54
zs (154)

Wir definieren nun also analog

Definition 1.4.4. Eine Matrix A heisst umkehrbar oder invertierbar, wenn es eine Matriz B gibt, so
dass

A-B =1 (1.55)

wir bezeichnen dann B mit A~1 und heisst Inverse.

Nun ist der Fall aber nicht ganz so einfach wie bei den reellen Zahlen, denn es gibt nicht fiir alle von der
Nullmatrix verschiedenen Matrizen eine Inverse. Hierfiir benétigen wir die Determinante.

Definition 1.4.5. Sei A = ZH 312 eine (2x2) - Matriz, dann definieren wir die Determinante
21 Q22

von A , die wir mit det(A) bezeichnen wollen

det(A) = a11022 — aza1z (1.56)

Wir wollen nun allgemein die Inverse fiir (2x2) - Matrizen bestimmen. Seien A = <Zn 212) und B =
21 022

(211 212> zwei Matrizen. Wenn B die Inverse von A sein soll, gilt folgendes
21 022

AB = Iy (1.57)

ai; a2 bi1 b12 10
. = 1.58
<a21 a22> <521 ba2 <0 1) (1.58)

a11b11 + ai2b21  a11b12 + a12b22 _ (10 (1.59)
a21b11 + az2ba1  az1b12 + azobao 0 1 ’
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Wir erhalten also vier Gleichungen fiir vier Unbekannte, denn unbekannt sind nur die b;;, es gilt dann

ajtbin +azby; = 1 (1.60)
az1bi1 +agbr = 0 (1.61)
aitbig +aizbs = 0 (1.62)
azibig +agby = 1 (1.63)

(1.64)

Aus Platzgriinden wollen wir an dieser Stelle auf die Umformungsschritte verzichten, es ergibt sich dann

1
b11 = — 4922 (165)
(11022 — 021012
1
b12 = —_———— * —Q12 (166)
11022 — 021012
1
b21 = ————————— - —Aag (167)
(11022 — 021012
1
b22 = — - Q11 (168)

a1z — a210a12

bzw. in der Matrixform ergibt sich somit

Al ! .(Cm —“12> (1.69)

a11G22 — A21012 —aszi aii

Man vertauscht also die Diagonalelemente und versieht die beiden anderen mit einem Minus - Zeichen.
Der Faktor ist nun aber gerade die Determinante der Matrix A, also gilt

Satz 1.4.6. Eine Matriz ist genau dann invertierbar, wenn thre Determinante nicht 0 ist

det(A) # 0 (1.70)

Wir wollen nun noch kurz eine geometrische Bedeutung der Determinante kennenlernen, bevor wir im
néchsten Abschnitt eine ihrer wichtigsten Anwendungen kennenlernen.

Definition 1.4.7. Sei A = <ZH 212> eine Matriz, dann nennen wir A
21 Q22

1. flicheninhaltstreu, wenn |det(A)| = 1
2. orientierungstreu, wenn det(A) > 0, sonst orientierungsumkehrend.

3. singuldr, wenn det(A) = 0, sonst reguldr

Betrachten wir nun die Bilder der Einheitsvektoren, so spannen diese im Allgemeinen nicht wieder ein
Quadrat auf, aber ein Parallelogramm, das Quadrat, das die Einheitsvektoren aufspannen, heisst Ein-
heitsquadrat.

Man konnte nun fragen wie sich der Fliacheninhalt des Einheitsquadrates unter der linearen Abbildung
dndert.

Nun wissen wir, dass fiir den Flicheninhalt eines Parallelogramms gilt

A = a-hg (1.71)
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Abbildung 1.9: Das von den Bildern der Einheitsvektoren aufgespannte Parallelogramm

"Grundseite mal Hohe’, wie man es sich einfach merken kann. In unserem Fall benttigen wir die Lange
von Vektoren.

Definition 1.4.8.

1. Die Lédnge oder Norm eines Vektor @ = (ay,a2)T definieren wir als

ld| = y/a?+a3 (1.72)

2. Das Skalarprodukt weier Vektoren @ = (uy,u)? und v = (v1,v2)7 definieren wir mit < i@, v >

<U,T> = uvy + ugvg (1.73)

Dass diese Definition der Lange Sinn macht, kann man anhand der Figur erkennen,

£ {a.h}

Abbildung 1.10: Lénge eines Vektors

da wir die Lénge des Pfeils durch den Satz des Pythagoras erhalten kénnen.
Wir wollen nun noch eine wichtige Eigenschaft zur Winkelmessung kennenlernen
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Satz 1.4.9. Seien @ und U zwei verschiedene Vektoren, dann gilt fir den von ihnen eingeschlossenen
Winkel o
< U, >
cos(a) = —S—— (1.74)
| - o]

Nun also kénnen wir also den Flidcheninhalt des Parallelogramms berechnen. Fiir die Hohe auf dem Vektor
i konnen wir die Definition des Sinus anwenden, denn es gilt

, ||
sinfa) = — (1.75)
|7
bzw.
W] = 9] -sin(a) (1.76)

damit erhalten wir also insgesamt (wir quadrieren direkt um hinterher die Wurzeln zu vermeiden)
A? i|? - |7]? - sin® ()

dl? - |51% - (1 = cos? ()

|
=

= @ |72 —|@? - |72 - cos(a)) 1.79
= |af?-[o?

(
(
(

C— <, T > (1.80
= (uf +u3)(v] +03) — (urv1 + ugvy)? (
= wod +udvd +udv? +udvd — (WP + 2uiviugvy + udvd) (
= udvl 4+ uiv? — 2u viugvy (
(

(u1v2 — ugvy)?

Durch Wurzelziehen erhalten wir also A = |ujvy — ugvy|. Dies ist aber gerade die Determinante der zu-
gehorigen Matrix, da die Bilder der Einheitsvektoren in den Spalten der Matrix stehen. Also bleibt der
Flacheninhalt erhalten, wenn die Determinante der darstellenden Matrix 1 oder -1 ist.

Aufgabe 17. Berechnen Sie mit den Bezeichnungen der Definition 1.4., das Produkt B - A
Aufgabe 18. Beweisen Sie Lemma 1.4.2
Aufgabe 19. Finden Sie eine von der Nullmatriz verschiedenen Matriz, die nicht invertierbar ist.

Aufgabe 20. Fiihren Sie die ausgelassenen Umformungsschritte zu Invertierung einer Matrixz durh un
bestdtigen Sie die Formel fiir die Inverse. Uberpriifen Sie die Formel fiir die Inverse durch Multiplikation
von A mit A~1.

Aufgabe 21. Uberpriifen Sie die folgenden Matrizen auf Regularitit und invertieren Sie sie gegebenenfalls

0 1
Las(0)

1 2
2.B= |, 3)
11
sc=(g 1)
3 2
#2=03)
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5 F = <(1)
oo
Aufgabe 22.
1A= G
2. B = G
3. C= G
po-t

)
)

Uberpriifen Sie folgende Matrizen auf Orienterungs-, Flicheninhaltstreue und Regularitit

)
)
)
)

Aufgabe 23. Beweisen Sie Satz 1.4.9

20
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1.5 Eigenwerte, Eigenvektoren und Eigenrdume

Die Theorie der Eigenwerte und Eigenrdume hat viele anwendungen in der Physik und Geometrie. Wir
wollen zunéchst einen einfacheren Einstieg. Uns interessiert nun folgende Problemstellung:

1 a

Gegeben ist eine Matrix A = (a a12 , da nun die Multiplikation von A mit einem Vektor Z aufwendig
22

az21
ist (insbesondere dann, wenn wir grossere Matrizen betrachten), untersuchen wir, ob es Vektoren gibt,
fiir die es eine reelle Zahl r € R gibt, so dass

AZ = r-& (1.85)

die geometrische Anschauung ist, dass die Vektoren Z auf parallele Vektoren Z’ abgebildet werden. Bilden
wir nun Gerade ab, so gehen diese in parallele Geraden iiber (diese Fragestellung wird uns im néchsten
Abschnitt noch weiter beschéftigen).

Wir wollen nun versuchen, eine Formel zur Bestimmung solcher reellen Zahlen r finden, dabei gilt dann

AZf—r- = 0 (1.86)

Nun miissen wir einen kleinen Trick anwenden

AZ—r-% 0 (1.87)
AZ—r-L-% = 0 (1.88)
(A—rl) @ 0 (1.89)

Nun interessieren uns aber nur die von dem Nullvektor verschiedene Vektoren, also miissen wir uns iiber-
legen, wann die Matrix B = (A - rl3) einen von 0 verschiedenen Vektor auf 0 abbildet.

Wir wissen aber, dass eine lineare Abbildung die 0 auf 0 abbildet. Da nun die lineare Abbildung, die zur
Matrix B gehort sowohl den Nullvektor also auch den Vektor & auf O abbildet, kann die Matrix nicht
invertierbar sein.

Also folgt det(B) =0

Definition 1.5.1. Es sei A = <a11 312) eine (2x2) - Matriz dann heisst
22

az1
xa(r) = det(A—r-1Iy) (1.90)
= det ((““ e )) (1.91)
azr a2 —T
= r? = (a11 + ag)r + an1ag; — a12a91 (1.92)
= 72 — Spur(A)r + det(A) (1.93)

das charakteristische Polynom. Die Nullstellen des charkteristischen Polynoms nennt man die Fi-
genwerte der Matriz A. Ist nun ry ein Eigenwert und @ # 0 ein Vektor, so dass gilt

Ail = roii (1.94)

dann heisst i Eigenvektor zum FEigenwert rq

Es ist schnell klar, dass nicht nur #, sondern auch alle skalaren Vielfachen von @ Eigenvektoren sind

Definition 1.5.2. Sei @ ein Figenvektor zum Eigenwert r € R der Matrz A, dann heisst die Menge
Eig(A) = {v:7 =tu mitte R} (1.95)

heisst Eigenraum der Matriz A.
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Wir wollen hierzu ein Beispiel rechnen:

Es sei A = (i’ _02), dann erhalten wir
xa(t) = t*— Spur(A)t+ det(A) (1.96)
= t2-3t+2 (1.97)
= (t—-1)(t-2) (1.98)

Also sind t; = 1 und ty = 2 die Eigenwerte von A, fiir die Eigenvektoren gilt dann

-]

Es muss fiir einen Eigenvektor & = (x;,72)7 gelten

(A—tiB)i = 0 (1.99)
(G, —O2>_(é (D)ﬁ _ 0 (1.100)

(? j)ﬁ — 0 (1.101)
{i?l__uiw :: ; 0 (1.102)

Fassen wir nun die beiden Gleichungen zusammen, dann erhalten wir, dass alle Vektoren der Form (1,1)7
Eigenvektoren sind, d.h. der Eigenraum ist

= t- (1,7  teR (1.103)

S

=7

Es muss fiir einen Eigenvektor & = (x,72)7 gelten

(A—toyl)d = 0 (1.104)
(G’ _02>—(§ g))ﬁ =0 (1.105)
G - >a‘ =0 (1.106)
{Zi_;zz _ 8 (1.107)

Fassen wir nun die beiden Gleichungen zusammen, dann erhalten wir, dass alle Vektoren der Form (2,1)7
Eigenvektoren sind, d.h. der Eigenraum ist

= t-(2,1D)7  teR (1.108)

S

Aufgabe 24. Bestimmen Sie Figenwerte und Figenvektoren der folgenden Matrizen

0 1
as(®])
1 2
2o (1)
1 1
se=(t )
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3 2
4'D:<1 3>
11
o= (3 ))
11
or-(1)

Aufgabe 25. Zeigen Sie:

1
1. Besitzt A den Figenwert r, dann besitzt A~! den Eigenwert —
r

2. Besitzen A und B den FEigenvektor u, so auch das Matrizenprodukt A-B

Aufgabe 26. Fs sei A = (ZH 212>, dann definieren wir die sogenannte Transponierte von A
21 Q22

AT = (““ “21) (1.109)

a12 a2

. Zeigen Sie:
A und AT besitzen die gleiche Determinante und die gleichen Eigenwerte.

Aufgabe 27. Untersuchen Sie fiir welche t € R die folgenden Matrizen, keinen, einen oder zwei Figen-

werte besitzt.

0 ¢t
a0
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1.6 Klassifizierung von Linearen Abbildungen

Wir wollen uns nun iiberlegen, in wie weit uns die vorherigen Untersuchungen in unserem geometrischen
Problemen weiterbringen. Wir werden dabei feststellen, dass wir durch die Matrix und ihre Eigenwerte
eine eindeutige Klassifizierung der zugehorigen Abbildung erhalten.

Wir wollen dieses Mal das ganez andersherum angehen, wir wollen zunichst einmal folgende Tabelle
betrachten und dann den Nachweis erbringen

Zwei Eigenwerte ry, r9 Ein Eigenwert r Kein Eigenwert
Euler - Affinitit Streckscherung Affindrehung
Parallelstreckung Scherung
rp =1loderry =1 r = 1 Eigenraum eindimensional
Schrigspiegelung zentrische Streckung

rp=1ry=-1 Eigenraum zweidimensional

Eine Affindrehung ist die Verkettung eier Drehung um den Ursprung mit einer Streckscherung oder einer
Euler - Affinitét. Verkettung heisst dabei, dass man erst um den Ursprung dreht und dann eine der beiden
Abbildungen anwendet.

Wir wollen uns aber nun mit einer Euler - Affinitdt beschéftigen.

Parallelstreckung

Es bezeichne A die Matrix einer Parallelstreckung; eine Parallelstreckung besitzt nun eine Streckach-
se, die in der Figur mit gy bezeichnet wird.

Abbildung 1.11: Parallelstreckung

Fiir die Ortvektoren & der Punkte auf gy gilt also AZ = &, also ist £ ein Eigenvektor zum Eigenwert
1. Alle anderen Vektoren werden nun parallel zur Geraden g; gestreckt. D.h. der Richtungsvektor der
Geraden ist ebenfalls Eigenvektor mit dem Streckfktor als Eigenwert. Also hat eine Parallelstreckung die
geforderten Eigenschaften.
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Aufgabe 28. Uberpriifen Sie die Sonderfille der Streckscherung, d.h. zeigen Sie, dass
1. eine Scherung einen Eigenwert r = 1 und einen eindimensionale Figenraum besitzt.
2. eine zentrische Streckung hat einen zweidimensionalen Eigenraum besitzt.
Aufgabe 29. Zeigen Sie, dass eine Schrigspiegelung dieEigenwerte 1 und -1 hat.

. 11 0 1 2 1
Aufgabe 30. Es sei A = 1 0 , B = 1 0) und C = 01
Klassifizieren Sie die linearen Abbildungen, die durch Multiplikation mit den folgenden Matrizen gegeben
sind

1. A-B
2. B- A
3. 4-C
4. C-B

Aufgabe 31. Gegen sei die Abbildungsschar fi: @' = A-Z mit (t12 1). Untersuchen Sie,

1
1. fiir welche t € R die Abbildung umkehrbar ist.
2. fiir welche t € R f; eine Euler - Affinitdt, Streckscherung oder Affindrehung ist (falls mdglich)
Aufgabe 32. Fine lineare Abbildung f bilde P (3,0) auf P’ (3,3) und Q(-2,-1) auf Q’ (-1,-5) ab
1. Bestimmen Sie eine Matrizdarstellung der linearen Abbildung
2. Bestimmen Sie Eigenwerte und Figenrdume und den Typ der Abbildung

3. Ermittlen Sie zeichnerisch und rechnerisch, das Bild der y - Achse
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1.7 Fixelemente

Wir wollen uns nun noch kurz mit einer wichtigen Eigenschaft von Abbildungen beschéftigen, den soge-
nannten Fixpunkten

Definition 1.7.1. Es sei f: M — N eine Abbildung, dann heisst m € M Fixzpunktm, wenn gilt

fm) = m (1.110)

Wir wollen uns bei dieser Theorie allerdings auf lieneare Abbildungen beschrénken. Eine Fixpunkteigen-
schaft von linearen Abbildungen kennen wir schon, denn es gilt immer

f0) =0 (1.111)

Wir miissen uns nun noch iiberlegen, wie man am besten Fixpunkte berechnet.

Es sei A = (1 0), dann ist

0 1
Az = x (1.112)

dann ist also jeder Punkt ein Fixpunkt. Wir wollen nun noch kurz eine etwas stérkere Bedingung an
Fixelemente kennenlernen

Definition 1.7.2. Es sei f: R2 — R? eine lineare Abbildung und g eine Gerade, dann heisst g
1. Fipunktgerade, wenn jeder Punkt von g Fixpunkt ist.

2. Fixgerade,wenn fiir jeden Punkt P € g auch das Bild P’ € G ist.

Fixgeraden sind alle Geraden, deren Richtungsvektoren Eigenvektoren der linearen Abbildung sind. Die
Richtungsvektoren von Fixpunktgeraden sind Eigenvektoren zum Eigenwert 1.

Aufgabe 33. Zeigen Sie, dass eine lineare, umkehrbare Abbildung, die zwei Fixpunkte besitzt, schon eine
ganze Fizpunktgerade besitzt.

Aufgabe 34. Bestimmen Sie alle Fizpunkte der linearen Abbildungen, die durch die folgenden Matrizen
gegeben sind

1 1
vas (i)
1 2
2o (1)

Aufgabe 35. Untersuchen Sie, fir welche t € R die Abbildungsschar keinen, einen Fizpunkt oder eine
ganze Fizpunktgerade. Gib die Fixpunktgerade in Abhdngigkeit von t an.

fi(z) = Az mit A = (1 ?ft)
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