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Übungen zum Kurs Symmetrie

1.Die folgenden Funktionen sind entweder ursprungssymmetrisch zum
   Ursprung oder achsensymmetrisch zur y–Achse. Beweise dies rechnerisch:
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2.Beweise, dass die angegebene Achse eine Symmetrieachse ist:
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3.Beweise, dass der angegebene Punkt ein Symmetriepunkt ist:
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Man kann diese Aufgaben mit zwei verschiedenen Formeln lösen.
Es sind jeweils die Lösungswege für beide Formeln angegeben.
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4.Beweise, dass die folgenden Funktionenscharen
   (a und b sind Parameter) zum gegebenen Punkt P
   symmetrisch sind:
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 Lösung zu 1a

( ) ( )
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f ( x ) x x –

Wir bestimmen f (–x ) :

f (–x ) –x –x –
Beide Potenzen haben gerade Exponenten, und
daher fallen die Minuszeichen in den Klammern weg :
f ( x ) x x

Vergleicht man die recht

= +

= +

− = +

Gegeben:

Lösungsweg:

     
       

    

       
   

e Seite mit der gegebenen
Gleichung, so erkennt man, dass die rechte Seite
der Gleichung mit f ( x ) übereinstimmt.

Wir ersetzen daher die rechte Seite der Gleichung
durch den Ausdruck f ( x ) :

f ( x ) f ( x )− =

Ergebn
Die letzte Gleichung ist die Formel für gerade Funktionen.
Die gegebene Funktion ist somit ebensfalls gerade 
(=achsensymmetrisch zur y-Achse).

is:
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 Lösung zu 1b

( ) ( )
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3 1
    

f ( x ) x x

Wir bestimmen f (–x ) :

f (–x ) –x –x
Beide Potenzen haben gerade Exponenten, und
daher fallen die Minuszeichen in den Klammer weg :
f ( x ) x x

Vergleicht man die rechte

= − +

= − +

− = − +

Gegeben:

Lösungsweg:

    
       

    

Die letzte Gleichung ist die Formel für gerade Funktionen.
Die gegebene F

Seite mit der gegebenen
Gleichung, so erkennt man, dass die rechte Seite
der Gleichung mit f ( x ) übereinstimmt :
f ( x ) f ( x )− =

Ergebnis:

unktion ist somit ebensfalls gerade 
(=achsensymmetrisch zur y-Achse).
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 Lösung zu 1c
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solche Potenzen gilt aufgrund der Vorzeichenregeln: 
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Gegeben:
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2 3

 klammern –1 aus:
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f ( x ) – x – x
Wir

f ( x ) – x x

Vergleicht man die Klammer mit der gegebenen
Gleichung, so erkennt man, dass die Klammer
der Gleichung mit f ( x ) übereinstimmt :

− =

− = +

Die letzte Gleichung ist die Formel für ungerade Funktionen.
Die gegebene Funktion ist somit ebensfalls ungerade 
(=punktsymmetrisch zum Ursprung).

f ( x ) f ( x )− = −

Ergebnis:
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 Lösung zu 1d

( ) ( )
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f ( x ) x x

Wir bestimmen f (–x ) :

f (–x ) –x –x
Beide Potenzen haben gerade Exponenten, und
daher fallen die Minuszeichen in den Klammer weg :
f ( x ) x x

Vergleicht man die re

= + +

= + +

− = + +

Gegeben:

Lösungsweg:

     
       

    

Die letzte Gleichung ist die Formel für gerade Funktionen.
Die gegeb

chte Seite mit der gegebenen
Gleichung, so erkennt man, dass die rechte Seite
der Gleichung mit f ( x ) übereinstimmt :
f ( x ) f ( x )− =

Ergebnis:

ene Funktion ist somit ebensfalls gerade 
(=achsensymmetrisch zur y-Achse).
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 Lösung zu 1e
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f ( x ) x – x
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Vergleicht man die Klammer mit der gegebenen
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der Gleichung mit f ( x ) übereinstimmt. Wir e
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Die letzte Gleichung ist die Formel für ungerade Funktionen.
Die gegebene Funktion ist somit ebensfalls ungerade 
(=punktsymmetrisch z

rsetzen
also die Klammer durch den Ausdruck f ( x ) :
f ( x ) f ( x )− = −

Ergebnis:

um Ursprung).
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 Lösung zu 1f
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Wir bestimmen f (–x ) :

f (–x ) –x –x
Beide Potenzen haben einen ungeraden Exponenten.
Für solche Potenzen gilt aufgrund der Vorzeichenregeln : –x x

f ( x ) x x
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f ( x ) x – x
Wir

f ( x ) – x x

Vergleicht man die Klammer mit der gegebenen
Gleichung, so erkennt man, dass die Klammer
der Gleichung mit f ( x ) übereinstimm

− = −
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Die letzte Gleichung ist die Formel für ungerade Funktionen.
Die gegebene Funktion ist somit ebensfalls ungerade 
(=punktsymme

t. Wir ersetzen
also die Klammer durch den Ausdruck f ( x ) :
f ( x ) f ( x )− = −

Ergebnis:

trisch zum Ursprung).



Übungen zum Kurs Symmetrie

 Lösung zu 1g

( )

  

 beiden negativen Vorzeichen heben sich auf:

   rechte Seite der Gleichung
mit der ursprünglichen Gleichung

x x

xx
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f (–x ) e e
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f ( x ) e e
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Gegeben:

Lösungsweg:

, so sieht man,
dass die rechte Seite f(x) entspricht. Wir ersetzen
daher die rechte Seite durch den Ausdruck f(x):

Die letzte Gleichung ist die Formel für eine gerade Funktionen.
Die g

f ( x ) f ( x )− =

Ergebnis:

egebene Funktion ist somit ebensfalls gerade 
(=achsensymmetrisch zur y-Achse).
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Lösung zu 1h
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Die letzte Gleichung ist die Formel für ungerade Funktionen.
Die gegebene Funktion ist somit
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Ergebnis:

     ebensfalls ungerade ( punktsymmetrisch zum Ursprung ).=
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Lösung zu 1i
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e Gleichung ist die Formel für ungerade Funktionen.
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( punktsymmetrisch zum Ursprung ).=
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Lösung zu 2a

2
0

0 0

0 0

3 6 3      und     x =1

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x) = f(x –x).
Wir berechnen f(x +x) und  f(x –x) und vergleich

f ( x ) x x= − +

0 0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x) = f(x –x):

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 2

2 2

2 2

2 2

0 0 0

en beide Werte:

f(1+x) 3 1 6 1 3 f(1–x) 3 1 6 1 3

3 1 2 6 6 3 3 1 2 6 6 3

3 6 3 6 6 3 3 6 3 6 6 3
3 3

f(x +x) und  f(x –x) sind gleich, also ist die Funktion wirklich zu x =1 sy

x x x x

x x x x x x

x x x x x x
x x

= + − + + = − − − +

= + + − − + = − + − + +

= + + − − + = − + − + +
= =

( ) ( )
( ) ( )
( )

0

22

22

22

2

mmetrisch.

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x) = f(2x –x):

3 6 3 3 2 1 6 2 1 3

3 6 3 3 2 6 2 3

3 6 3 3 4 4 12 6 3
3 6 3 1

x x x x

x x x x

x x x x x
x x

− + = ⋅ − − ⋅ − +

− + = − − − +

− + = − + − + +
− + =

0Lösungsweg mit Formel f(x) = f(2x –x):

2

2 2

0

2 12 3 12 6 3
3 6 3 3 6 3
Weil beide Seiten der Gleichung gleich sind, 
ist die Symmetrie zur Achse x =1 bewiesen.

x x x
x x x x

− + − + +
− + = − +
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Lösung zu 2b

2
0

0 0

0 0

3 24 48      und     x = –4

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x) = f(x –x).
Wir berechnen f(x +x) und  f(x –x) und vergl

f ( x ) x x= + +

0 0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x) = f(x –x):

( ) ( )
2 2

2 2

2 2

2 2

0 0

eichen beide Werte:

f(–4+x) 3(–4+x) 24(–4+x) 48   f(–4–x) 3(–4–x) 24(–4–x) 48    

3 16 8 96 24 48  3 16 8 96 24 48

48 24 3 96 24 48 48 24 3 96 24 48    
3 3

f(x +x) und  f(x –x) s

x x x x x x

x x x x x x
x x

= + + = + +

= − + − + + = + + − − +

= − + − + + = + + − − +
= =

( )( ) ( )

0

0

22

ind gleich, also ist die Funktion wirklich zu x = –4 symmetrisch.

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x) = f(2x –x):

3 24 48 3 2 4 24 2 4x x x+ + = ⋅ − − + ⋅ −

0Lösungsweg mit Formel f(x) = f(2x –x):

( )
( ) ( )
( )

22

2 2

2 2

2 2

0

48   

3 24 48 3 8 24 8 48
3 24 48 3 64 16 192 24 48

3 24 48 192 48 3 192 24 48
3 24 48 3 24 48

Weil beide Seiten der Gleichung gleich sind, 
ist die Symmetrie zur Achse x = –4

x

x x x x
x x x x x

x x x x x
x x x x

− +

+ + = − − + − − +

+ + = + + − − +

+ + = + + − − +
+ + = + +

 bewiesen.
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Lösung zu 2c

02

0 0

0 0

3      und     x = 2
2 8 8

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x) = f(x –x).
Wir berechnen f(x +x) und  f(x –x) und vergleic

f ( x )
x x

=
− +

0 0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x) = f(x –x):

2 2

2 2

2 2

2 2

0 0

hen beide Werte:
3 3f(2+x)    f(2–x)     

2(2+x) 8(2+x) 8 2(2–x) 8(2–x) 8
3 3  

2(4+4x+x ) 16 8 8 2(2–x) 16 8 8
3 3    

8+8x+2x 16 8 8 8–8x+2x 16 8 8
3 3

2x 2x
f(x +x) und  f(x –x) sind gleich, also i

x x

x x

= =
− + − +

= =
− − + − + +

= =
− − + − + +

= =

( ) ( )

0

0

2 2

2

st die Funktion wirklich zu x = 2 symmetrisch.

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x) = f(2x –x):
3 3       

2 8 8 2 2 2 8 2 2 8
3 3

2 8 8 2

x x x x

x x

=
− + ⋅ − − ⋅ − +

=
− +

0Lösungsweg mit Formel f(x) = f(2x –x):

( ) ( )

( )

( )

2

2 2

2 2

2 2

2 2

0

4 8 4 8
3 3    

2 8 8 2 4 32 8 8
3 3

2 8 8 2 16 8 32 8 8
3 3

2 8 8 32 16 2 32 8 8
3 3

2 8 8 2 8 8

Weil beide Seiten der Gleichung gleich sind, 
ist die Symmetrie zur Achse x = 2 bewiese

x x

x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x

− − − +

=
− + − − + +

=
− + − + − + +

=
− + − + − + +

=
− + − +

n.
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Lösung zu 2d

02

0 0

0 0

5      und     x = 1 
3 6 3

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x) = f(x –x).
Wir berechnen f(x +x) und  f(x –x) und verglei

f ( x )
x x

=
− +

0 0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x) = f(x –x):

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

0

chen beide Werte:
5 5f(1+x)    f(1–x)     

3(1+x) 6(1+x) 3 3(1–x) 6(1–x) 3
5 5  

3(1+x) 6 6 3 3(1–x) 6+6x 3
5 5    

3(1+2x+x ) 6 6 3 3(1–2x+x ) 6+6x 3
5 5

3+6x+3x 6 6 3 3–6x+3x 6+6x 3
5 5

3x 3x
f(x +x) u

x

x

x

= =
− + − +

= =
− − + − +

= =
− − + − +

= =
− − + − +

= =

0 0

0

2

nd  f(x –x) sind gleich, also ist die Funktion wirklich zu x =1 symmetrisch.

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x) = f(2x –x):
5 5

3 6 3 3 2 1x x
=

− + ⋅

0Lösungsweg mit Formel f(x) = f(2x –x):

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

2

2 2

2 2

2 2

2 2

2 2

      
6 2 1 3

5 5
3 6 3 3 2 6 2 3

5 5
3 6 3 3 2 12 6 3

5 5
3 6 3 3 4 4 12 6 3

5 5
3 6 3 12 12 3 12 6 3

5 5
3 6 3 3 6 3

Weil beide Seiten der Gleichung gleich sind, 
ist die Symmetr

x x

x x x x

x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x

− − ⋅ − +

=
− + − − − +

=
− + − − + +

=
− + − + − + +

=
− + − + − + +

=
− + − +

0ie zur Achse x = 1 bewiesen.
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Lösung zu 2e

2 6
0

0 0

0 0

    und     x = 3 

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x) = f(x –x).
Wir berechnen f(x +x) und  f(x –x) und vergleichen

x xf ( x ) e −=

0 0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x) = f(x –x):

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2

2 2

2 2

3 6 3 3 6 3

9 6 6 3 9 6 6 3

9 6 18 6 9 6 18 6

9 9

0 0

 beide Werte:

f(3+x)    f(3–x)     

 

   

f(x +x) und  f(x –x) sind gleich, also ist die Funktion 
tatsächlich zu x

x x x x

x x x x x x

x x x x x x

x x

e e

e e

e e

e e

+ − + − − −

+ + − + − + − −

+ + − − − + − +

− −

= =

= =

= =

= =

( ) ( )

( ) ( )

( )

22

22

22

2

0

0

2 3 6 2 36

6 6 66

36 12 36 66

6

=3 symmetrisch.

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x) = f(2x –x):

      

x xx x

x xx x

x x xx x

x x

e e

e e

e e
e e

⋅ − − ⋅ −−

− − −−

− + − +−

−

=

=

=

=

0Lösungsweg mit Formel f(x) = f(2x –x):

2

2 2

36 12 36 6

6 6

0

Weil beide Seiten der Gleichung gleich sind, 
ist die Symmetrie zur Achse x = 3 bewiesen.

x x x

x x x xe e

− + − +

− −=



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 2f

2 2

01

0 0

0 0

    und     x = 1 

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x) = f(x –x).
Wir berechnen f(x +x) und  f(x –x) und verglei

x

x

e ef ( x )
e +

+
=

0 0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x) = f(x –x):

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( )

2 1 2 12 2 2 2 2

21 1 1 1

2 2 2 2 22 2 2

2 2 2

2 2 2
2 22

2
2

2 2
2 2 2

2 2

2

chen beide Werte:

f(1+x)    f(1–x) =

1 = =    

11

1

1

x x x

xx x

x xx

x x x

x
x xx

x
x x x

x
x x x

x x

x

x

e e e e e e
ee e

e e e ee e e
e e e e e

e e e e ee
e e e e e

e e e e e
e e e e

e
e

+ − −

−+ + − +

+ −−

+ − −

−−

− −

−

−

+ + +
= =

+ ++=

+ + ⋅= +
= =

⋅
+ += =

⋅
+

=

2

0 0 0

0

1

f(x +x) und  f(x –x) sind gleich, also ist die Funktion wirklich zu x =1 symmetrisch.

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x) = f(2x –

x

x x

e
e
+

=

0Lösungsweg mit Formel f(x) = f(2x –x):

( )

( )

( )

( )
( )

2 2 12 2 2

1 2 1 1

2 2 4 2 2

1 3

2 2 4 2 2

1 3

2 2 22 2

1 3

2 2 2 2

1

2 2 22 2

1 2

2 2 2 2

1 1

x):

1

1

1

Weil beide Seiten der G

xx

x x

x x

x x

x x

x x

xx

x x

x x

x x

x xx

x x x

x x

x x

e e e e
e e

e e e e
e e

e e e e e
e e e

e e ee e
e e e

e e e
e ee

e ee e
e ee e

e e e e
e e

⋅ −

+ ⋅ − +

−

+ −

−

+ −

−

+ −

−

+ −

−

+ −

+ +

+ +
=

+ +
=

+ +
=

++
=

+ +
=

++
=

+ +
=

0

leichung gleich sind, 
ist die Symmetrie zur Achse x = 1 bewiesen.



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3a - Lösungsvariante 1

0 0 0 0

2x–5     und     P=(3,2) 
x–3

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x)–y  =  –f(x –x)+y
Wir berechnen  und  

f ( x ) =

0 0f(x + x) – y – f

0 0 0

(

0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x)–y  = –f(x –x)+y :

 und vergleichen beide Werte:

  

0 0x – x) + y
2(3 + x) – 5f(3 + x) – 2 =  – 2         Klammern auflösen
(3 + x) – 3

6 + 2x – 5=  – 2 vereinfachen
x

gleichnamige Brüche2x +1=  – 2 erzeugenx
2x +1 2x=  – Brüche subtrahieren

x x
2x +1– 2x= vereinfac

x

( )

    

hen

1=
x

2(3 – x) – 5–f(3 – x) + 2 = –  + 2           Klammern auflösen
(3 – x) – 3

6 – 2x – 5= –  + 2 vereinfachen
–x

Minuszeichen in Nenner1– 2x= –  + 2 bringen–x
1– 2x=  + 2 Klammer auflösen
– –x

gleichnamige Brüche1– 2x=  + 2 erzeugenx
1– 2x=

0 0 0 0f(x +x)–y  und  –f(x –x)+y  sind gleich, also ist die Funktion tatsächlich punktsymmetrisch zu P(3/2) .

2x + Brüche addieren
x x

1=
x



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3a - Lösungsvariante 2

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel 
Wir setzen die gegebenen Werte in die Formel ein und überprüfen, 
ob eine wahre Auss

0 0f(x) = 2y – f(2x – x)
0 0Lösungsweg mit Formel f(x) =2y  –f(2x –x):

( )
( )

( )

( )

age entsteht:
2 6–x –52x–5 = 2 2 –   

x–3 6–x –3
7 2= 4 –  
3–x

4 3–x 7 2= –  
3–x 3–x

12–4x 7 2= –  
3–x 3–x

12–4x– 7 2
=

3–

x

x

x

x

⋅

−

−

−

−

vereinfachen und 
Klammern auflösen

auf gleichen Nenner bringen

Klammer aufösen

Bruch subtrahieren

x
12–4x 7 2=

3–x
5–2x=     
3–x

2x–5 2x–5
x–3 x–3

Weil beide Seiten der Gleichung gleich sind, ist bewiesen, 
dass die Funktion punktsymmetrisch zu P(3/2) ist.

x− +

=

Klammer auflösen

vereinfachen

Bruch mit – 1 erweitern



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3b - Lösungsvariante 1

0 0 0 0

x+2     und     P=(–1,1) 
x+1

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x)–y  =  –f(x –x)+y
Wir berechnen  und  

f ( x ) =

0 0f(x + x) – y – f

0 0 0

(

0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x)–y  = –f(x –x)+y :

 und vergleichen beide Werte:

  

0 0x – x) + y
(–1+ x) + 2f(–1+ x) – 1 =  – 1         Klammern auflösen 
(–1+ x) +1

gleichnamige x +1=  – 1 Brüche erzeugenx
x +1 1x=  – Bruch subtrahieren

x x
x +1– x=  vereinfachen

x
1=  
x

–f(–1– x) +1 = 

( )

    

(–1– x) + 2 – +1           vereinfachen
(–1– x) +1

Minuszeichen in den1– x=  – +1 Nenner bringen–x
Klammer 1– x=  +1 beseitigen– –x
in gleichnamige1– x=  +1 Brüche umwandelnx
Brüche addieren 1– x 1x=   + und vereinfax x

0 0 0 0f(x +x)–y  und  –f(x –x)+y  sind gleich, also ist die 
Funktion tatsächlich punktsymmetrisch zu P(–1/1) .

chen
1= 
x



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3b - Lösungsvariante 2

x+2     und     P=(–1,1) 
x+1

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel 
Wir setzen die gegebenen Werte in die Forme

f ( x ) =

0 0f(x) = 2y – f(2x – )

0 0

x

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x) =2y  –f(2x –x):

( )
( )

( )

( )

l ein und überprüfen, 
ob eine wahre Aussage entsteht:

–2–x +2x+2 =  2 1 –   
x+1 –2–x +1

–x=  2 –   
–1–x

2 –1–x  –x=  –  
–1–x –1–x

2 –1–x +x
= 

⋅
Klammern auflösen
und vereinfachen
auf gleichen 
Nenner bringen

subtrahieren

 
 

–1–x
–2–2x+x = 

–1–x
–2–x =
–1–x

x+2 x+2=     
x+1 x+1
 
Weil beide Seiten der Gleichung gleich sind, ist bewiesen, 
dass die Funktion punktsymmetrisch zu P(–1/

Klammer auflösen

vereinfachen

Bruch mit – 1 erweitern

1) ist.



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3c - Lösungsvariante 1

0 0 0 0

4x–3     und     P=(1,4) 
x–1

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x)–y  =  –f(x –x)+y
Wir berechnen  und  

f ( x ) =

0 0f(x + x) – y – f

0 0 0

(

0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x)–y  = –f(x –x)+y :

( )
( )

 und vergleichen beide Werte:

  

0 0x – x) + y

4 1+ x – 3
f(1+ x) – 4 =  – 4         Klammern auflösen

1+ x – 1
4 + 4x – 3= – 4  vereinfachen
1+ x – 1

1+ 4x auf gleichen Nenner = – 4  bringen und addierenx
1+ 4x – 4x=  vereinfachen

x
1=   
x

–f(1

( )

 
 
 
 
  

 
  

4(1– x) – 3– x) + 4 =  –  + 4          Klammern auflösen
(1– x) – 1

4 – 4x – 3=  –  + 4     vereinfachen
–x

1– 4x Minuszeichen in =  –  + 4   den Nenner bringen–x
1– 4x=  –  + 4 Nenner vereinfachen 
– –x
1– 4x=      

0 0 0 0f(x +x)–y  und  –f(x –x)+y  sind gleich, also ist die Funktion 
tatsächlich punktsymmetrisch zu P(1/4) .

 + 4 gleichnamig machen
x

1– 4x 4x=       + Brüche addieren
x x

1– 4x + 4x=      vereinfachen
x

1=      
x



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3c - Lösungsvariante 2

4x–3     und     P=(1,4) 
x–1

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel 
Wir setzen die gegebenen Werte in die Forme

f ( x ) =

0 0f(x) = 2y – f(2x – )

0 0

x

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x) =2y  –f(2x –x):

( )
( )

( )

l ein und überprüfen, ob eine wahre Aussage entsteht:

4 2 1–x –34x–3 2 4 – vereinfachen
x–1 2 1–x –1

4 2–x –3 Klammer im Zähler ausmultiplizieren8 – 
Nenner vereinfachen 2–x–1

8–4x–38 – vereinfachen
1–x

5–4x8 – 

⋅
= ⋅

⋅

=

=

=

( )

( )

Auf gemeinsamen Nenner bringen
1–x

 8 1 5–4x – Klammer ausmultiplizieren
1 1–x

8 8 5–4x – auf einen Bruch bringen
1 1–x

8 8 5–4x
Klammer auflösen

1

8 8 5+4x vereinfachen
1

3 4 Zähler und Nenner mi
1

x
x

x
x

x –
x

x –
x

x
x

−
=

−

−
=

−

−
=

−

−
=

−

−
=

−
t –1 erweitern

4x–3 4x–3
x–1 x–1

Weil beide Seiten der Gleichung gleich sind, ist bewiesen, dass die Funktion punktsymmetrisch zu P(1/4) ist.

=



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3d - Lösungsvariante 1
x

x

0 0 0 0

e     und     P=(1,0) 
e

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x)–y  =  –f(x –x)+y
Wir berechnen  und  

  ef ( x )
e

+
=

−

0 0f(x + x) – y

0 0 0 0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x)–y  = –f(x –x)+y :

( )
( )

1

1

 und vergleichen beide Werte:

e
e

ee
ee

1

1

1
1

( x )

( x )

x

x

x

x

x

x

e e e
e – e e

ee e e
ee – e

e e

e e –

e
e –

+

+

+ +
−

+ +

+

+

0 0

(1–x)

(1–x)

–x

– f(x – x) + y

f(1+ x) – 0 =   Potenzgesetz –f(1– x) + 0 =   –     Potenzgesetz

=   e ausklammern =   –

=  Kürze : e

=  

  

( )
( )

  

e e 1

e e 1

e 1
e 1

1
e  

1
e

e e
e
e e
e

1 e
1 e

e−

+

−

+
−

+

−

+

−

+
−

–x

–x

–x

–x

–x

x
x

x

x
x

x

x
x

x

x

x

 e ausklammern

=   –  Kürze : e 

Definition 
negativer =   –  Exponenten 
anwenden

1

=   –   mit e erweitern1

=   –   kürzen

Minuszeichen=   –   in de

( )

0 0 0 0

1 e
1 e

1
1

f(x +x)–y  und  –f(x –x)+y  sind gleich, also ist die Funktion tatsächlich punktsymmetrisch zu P(1/0) .

x

x

–

e
e –

+
−

+

x

x

n Nenner 

Klammer =      auflösen

=       



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3d - Lösungsvariante 2

x

x

e     und     P=(1,0) 
e

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel 
Wir setzen die gegebenen Werte in die Form

ef ( x )
e

+
=

−

0 0f(x) = 2y – f(2 x

0 0

x – )

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x) =2y  –f(2x –x):

x 2–x

x 2–x

2

2

2

2

el ein und überprüfen, ob eine wahre Aussage entsteht:

e e 2 0 –  
e e

e

– 
e

e

– 
e

x

x

x

x x

x

x x

e e
e e

e
e

e
e

ee
e e

ee
e e

+ +
= ⋅

− −

+
=

−

+
=

−

Definition negativer
Exponenten anwenden

gleichnamige Brüche 
erzeugen

Brüche addie

( )
( )

2

2

2

2

2

2

e

– 
e

e– 
e

e– 
e

e e
– 

e

e– 
e

x

x

x

x

x x

x x

x

x

x

x

x

x

ee
e

ee
e

ee e
e ee

ee
ee

e

e e

e
e

+

=
−

+
= ⋅

−

+
= =

−

+
=

−

+
=

−

x

ren bzw.
subtrahieren

Doppelbruch beseitigen
(Mit Kehrwert des Nenners
multiplizieren)

Kürze : e

e ausgeklammern

e kürzen

Minus i

( )
x

x

 

e
e

e
e

Weil beide Seiten der Gleichung gleich sind, ist bewiesen, dass die Funktion punktsymmetrisch zu P(1/0) ist.

x

x

x

x

e
– e

e e e
e e e

+
=

−

+ +
=

− −

n den Nenner bringen 

Klammer auflösen



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3e - Lösungsvariante 1

x 2

x 2

0 0 0 0

e     und     P=(2,0) 
e

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x)–y  =  –f(x –x)+y
Wir berechnen  und  

ef ( x )
e

+
=

−

0 0

0 0 0 0

f(x + x) – y

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x)–y  = –f(x –x)+y :

( )

( )

( )
( )

22+x 2

22+-x 2

2 2

2 2

2

2

 und vergleichen beide Werte:

ee
ee

 

1

1

1
1

x

x

x

x

x

x

ee
ee

e e e
e e – e

e e

e e –

e
e –

++
−−

+

+

+

0 0

(2–x)

(2–x)

2

x

– f(x – x) + y

Potenz - Potenzgeset–f(2 – x) + 0 =    –  f(2 + x) – 0 = gesetz
anwenden

Klammere
=   e aus 

=  Kürze : e

=  

  

( )
( )

2 2

2 2

2

2

e e
e e

e e 1

e e 1

1
e

1
e

1 e
e

1 e
e

e e
e
e e
e

e
e

+
−

+

−

+

−

 + ⋅ 
 
 − ⋅ 
 

+

−

–x
2 

–x

–x
2

–x

x x

x

x
x

x
x

x
x

x

x
x

x

z
anwenden

=   – e ausklammern

=    – kürze : e

1
Bruch mit  e  =    – erweitern1

1

=    –  ausmultiplizieren
1

=    –  kürzen

=    – 

( )

0 0 0 0

1 e
1 e

1 e
1 e

1
1

f(x +x)–y  und  –f(x –x)+y  sind gleich, also ist die Funktion tatsächlich punktsymmetrisch zu P(2/0) .

x

x

e
e –

+
−

+
−

+

x

x

x

x

Minuszeichen in  Nenner bringen

=      Klammer auflösen
–

=  



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3e - Lösungsvariante 2

x 2

x 2

e     und     P=(2,0) 
e

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel 
Wir setzen die gegebenen Werte in die Fo

ef ( x )
e

+
=

−

0 0f(x) = 2y – f(2x – x)

0 0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x) =2y  –f(2x –x):

x 2 2 2–x 2

x 2 2 2–x 2

4
2

4
2

4 2

4 2

rmel ein und überprüfen, ob eine wahre Aussage entsteht:

e e 2 0 –  
e e

e

– 
e

e

– 
e

x

x

x

x x

x

x x

e e
e e

e
e

e
e

e e
e e

e e
e e

⋅

⋅

+ +
= ⋅

− −

+
=

−

+
=

−

Defintion negativer 
Exponenten anwenden

gleichnamig machen

Brüche a

( )
( )

4 2

4 2

4 2

4 2

4 2

4 2

2 2

2 2

e

– 
e

e– 
e

e– 
e

– 

x

x

x

x

x x

x x

x

x

x

x

e e
e
e e

e

e e e
e e e

e e
e e

e e e

e e e

+

=
−

+
= ⋅

−

+
= =

−

+
=

−

x

2

ddieren bzw.
subtrahieren

Doppelbruch beseitigen
(Zähler mit Kehrwert des 
Nenners multiplizieren).

Kürze e

e  ausgeklammern

Kür

( )

2

2

2

2

x 2 2

x 2 2

–   

e
e

Weil beide Seiten der Gleichung gleich sind, ist 

x

x

x

x

x

x

e e
e e

e e
– e e

e e e
e e e

+
=

−

+
=

−

+ +
=

− −

2ze e

Minus in den Nenner bringen

Im Zähler die Reihenfolge vertauschen
und im Nenner die Klammer auflösen

bewiesen, dass die Funktion punktsymmetrisch zu P(2/0) ist.



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3f - Lösungsvariante 1

x 3

0 0 0 0

8     und     P=(3,4) 
e

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x)–y  =  –f(x –x)+y
Wir berechnen  und  

f ( x )
e

=
+

0 0

0 0 0 0

f(x + x) – y – f(x

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x)–y  = –f(x –x)+y :

( )

3

3+x 3

3

3 3

3 33

3 3 3 3

3 3 3

3 3 3 3

 und vergleichen beide Werte:

8 4
e

8 4

48

8 4 4

x

x

x x

x

x x

e –
e

e –
e e e

e e ee –
e e e e e e

e e e e–
e e e e e e

+

+
+

+ +
+

+ +

0 0– x) + y

f(3 + x) – 4 =       Potenzgesetz anwenden

=   gleichnamig machen

=   Klammer auflösen

=  Brüch

( )

( )
( )

3 3 3

3 3

3 3 3

3 3

3

3

8 – 4 4

8 –4 4

8–4 4

1

8–4 4
1

4–4
1

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

e e e e
e e e

e e e – e
e e e

e e –

e e

e –
e

e
e

+

+

+

+

+

+

3

3

e subtrahieren

=  Klammer auflösen

=  e  ausklammern

= e  kürzen

= vereinfachen

=



Übungen zum Kurs Symmetrie
3

3–x 3

3

3
3

x

3

3 x 3

x x

3

3 x 3

x

8 4
e

8 4 
e
e

8 4
e e
e e

8 4
e +e

e

e–
e

e–
e

e–
e

e–
e

+
+

+
+

+
+

+

–f(3 – x) + 4 =      Potenzdefinition anwenden 

Bei Brüche im Nenner=   auf Hauptnenner bringen

Brüche im Nenner=    zusammenfassen

Doppelbruch=    

( )

( )

x

x

xx

x x

x x

x x

x x

x x

 

8e 4
1+e

4 1+e8e
1+e 1+e

4 1+e 8e
1+e 1+e

4+4e 8e
1+e 1+e

–

–

–

–

+

+

3
 beseitigen

und e kürzen

=      auf Hauptnenner bringen

Reihenfolge der Brüche=      ändern

=       Klammer auflösen

=         Brüche zusammen

x x

x

x

x

0 0 0 0

4+4e 8e
1+e

4 4e
1+e

f(x +x)–y  und  –f(x –x)+y  sind gleich, also ist die Funktion tatsächlich punktsymmetrisch zu P(3/4) .

−

−

fassen

=       vereinfachen

=     



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3f - Lösungsvariante 2

3

x 3

8     und     P=(3,4) 
e

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel 
Wir setzen die gegebenen Werte in die Form

ef ( x )
e

=
+

0 0f(x) = 2y – f(2 – )

0

x

0

x

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x) =2y  –f(2x –x):

3 3

x 3 6–x 3

3

6
3

x

3

6 3 x

x x

el ein und überprüfen, ob eine wahre Aussage entsteht:
8 8 2 4 –  

e e

88 – 
e
e

88 – 
e e
e e

e e
e e

e

e

e
e

= ⋅
+ +

=
+

=
+

Definition negativer 
Exponenten anwenden

auf gleichen Nenner 
bringen

Die beiden Brüche 

( )

3

6 3 x

x

3 x

6 3 x

6 3 x 3 x

6 3 x 6 3 x

88 – 
e e

e

8 e8 – 
e e

8 e e 8 e – 
e e e e

8e

e
e

e
e

e e
e e

=
+

=
+

+
=

+ +

=

im Nenner addieren

Doppelbruch beseitigen
(Zähler mit Kehrwert des
Nenners multiplizieren)

auf gleichen Nenner bringen

Bruch subtrahieren

( )

6 3 x 3 x

6 3 x

6

6 3 x

3 3

3 3 x

3 3

x 3 3 x

8 e 8 e
e e

8e   
e e

8e e
e e

8 8e 
e e e

Weil beide Seiten der Gleichung gleich sind, ist bewiesen, 
dass die Funktion punktsymmetrisch zu P(3/

e – e
e

e

e

e
e

+
+

=
+

=
+

=
+ +

3

3

vereinfachen

e  ausklammern

e  kürzen

4) ist.



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3g - Lösungsvariante 1

x

x 7

0 0 0 0

e 1    und     7  
2e

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x)–y  =  –f(x –x)+y
Wir berechnen  und

f ( x ) P ,
e

 = =  +  

0 0f(x + x) – y

0 0 0 0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x)–y  = –f(x –x)+y :

( )

7+x

7+x 7

7

7 7

7

7

 auf der nächsten Seite  und 
vergleichen dann beide Werte:

e 0 5
e

e 0 5  
e

e 0 5  
e 1

0 5
1

x

x

x

x

x

x

– .
e

e – .
e e

e – .
e

e – .
e

+

+

+

+

0 0

7

7

– f(x – x) + y

Potenzgesetz f(7 + x) – 0.5 =       anwenden

=  e ausklammern 

=  e kürzen

=  gleic

( )

( )

x

x

0 5 1

1 1
0 5 1

1
e 0 5 0 5

1
0 5e 0 5

1

xx

x x

x x

x

x

x

x

. ee –
e e
e . e

e
. e .

e
. .

e

+

+ +
− +

+
− −

+
−
+

hnamig machen

=   subtrahieren

=  Klammer auflösen

= vereinfachen

=



Übungen zum Kurs Symmetrie
7–x

7–x 7

7

x

7
7

x

7

x

7 7 x

x x

7

x

7 7 x

x

e 0 5
e

e
e 0 5 

e
e

e
e 0 5

e e
e e

e
e 0 5

e e
e

– .
e

– .
e

– .
e

– .
e

+
+

+
+

+
+

+
+

–f(7 – x) + 0.5 =       Potenzdefinition anwenden 

=    gleichnamig machen

=     Brüche addieren

Doppelbruch beseitigen
=    (Mit Kehrwer

( )

7 x

x 7 7 x

7

7 7 x

7

7 7 x

7

7 x

x

e e 0 5
e e e

e 0 5
e e

e0 5
e e

e0 5
e 1 e

10 5
1 e

0 5 1

– .
e

– .
e

. –
e

. –

. –

.

⋅ +
+

+
+

+

+

+
+

x

7 

7

t des Nenners
multiplizieren)

=  Kürze : e

=       Reihenfolge vertauschen

=    e ausklammern

=     Kürze e

=       gleichnamig machen

=
( )x

x x

x

x x

x

x

x

x

0 0 0 0

e 1
1 e 1 e

0 5 0 5e 1
1 e 1 e

0 5 0 5e 1
1 e

0 5e 0 5
1 e

f(x +x)–y  und  –f(x –x)+y  sind gleich, also ist die Funktion tatsächlich punktsymm

–

. . –

. .

. .

+ +
+
+ +
+ −
+
−

+

      Klammer auflösen

=   Bruch subtrahieren

= vereinfachen

=

1etrisch zu P(7/ ) .
2



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3g - Lösungsvariante 2

x

x 7

e 1    und     P=(7, ) 
2e

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel 
Wir setzen die gegebenen Werte in die Form

f ( x )
e

=
+

0 0f(x) = 2y – f(2x – x)

0 0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x) =2y  –f(2x –x):

x 2 7–x

x 7 2 7–x 7

14–x

14–x 7

14

14
7

el ein und überprüfen, ob eine wahre Aussage entsteht:
e 1 e 2  –  

2e e

e1 – 
e

e

1 – 
e

1 – 

x

x

e e

e

e

e
e

⋅

⋅
= ⋅

+ +

=
+

=
+

=

vereinfachen  

Definition der Potenz

Nenner : Brüche auf Hauptnenner bringen

14

14 7

14

14 7

14

14 7

14

14 7

7

7

7 7

7 7

e

e

e

1 – 
e

e1 – 
e

e1 – 
e

e1 –  
e

e e – 
e e

x

x

x x

x

x

x

x

x x

x

x

x

x x

e
e e

e e

e
e e

e

e
e e e

e e

e

e
e e

+

=
+

= ⋅
+

=
+

=
+

+
=

+ +

x

7

Brüche zusammenführen

Doppelbruch beseitigen

Kürze e

Kürze e

Die Zahl 1 erweitern

Brüche zusamm

7 7

7

x

x 7 7

e e 
e

e
e e

1Weil beide Seiten der Gleichung gleich sind, ist bewiesen, dass die Funktion punktsymmetrisch zu P(7/ ) ist.
2

x

x

x

x

e
e

e
e e

+ −
=

+

=
+ +

enführen

vereinfachen



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3h - Lösungsvariante 1

( )
x

x

0 0 0 0

10e     und     1 5  
e

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x)–y  =  –f(x –x)+y
Wir berechnen  und  

f ( x ) P ,
e

= =
+

0 0

0 0 0

f(x + x) – y – f(x

0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x)–y  = –f(x –x)+y :

( )

1+x

1+x

 und vergleichen beide Werte:

10e 5
e
10 5

10 5
1

5 110
1 1

10 5 5  
1 1

x

x

x

x

xx

x x

x x

x x

–
e

ee –
ee e

e –
e

ee –
e e

e e–
e e

+

+

+
+

+ +
+

+ +

0 0– x) + y

f(1+ x) – 5 =       Potenzgesetz

=    Kürze e

gleichnamig=  machen

Klammer=  auflösen

Bruch =   sub

1–x

1–x

x

x

x

x

x x

10e 5
e

10e
e 5 

e
e

10e
e 5

e e
e e

10 5 5
1

5 5
1

x x

x

x

x

–
e

–
e

–
e

e – e –
e

e –
e

+
+

+
+

+
+

+

+

Definition 
–f(1– x) + 5 = negativer 

Exponenten 

Im Nenner die 
Brüche auf = gleichen Nenner 
bringen

Brüche 
= z

trahieren

=   vereinfachen

=  

x

x

x

x

x x

x

x

10e
e 5

e+ e
e

10e e 5
e e+ e
10e 5

e+ e
10 5

1+e

10
1+

–
e

–
e

–
e

–

–

+

⋅ +

+

+

x

usammen -
fassen

Doppelbruch 
beseitigen 
(Zähler mit dem =    Kehrwert 
des Nenners 
multiplizieren)

= Kürze e

=  Durch e kürzen

Hauptnenner =  bilden

= 
( )x

x x

x

x x

x

x

0 0 0 0

5 1+e

e 1+e
10 5+5e

1+e 1+e
5e 5
1+e

f(x +x)–y  und  –f(x –x)+y  sind gleich, also ist die Funktion tatsächlich punktsymmetrisch zu P(1/5) .

–

+

+

−

Klammer 
auflösen

Brüche = zusammenfassen

= 



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3h - Lösungsvariante 2

x

x

10e     und     P=(1,5) 
e

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel 
Wir setzen die gegebenen Werte in die Form

f ( x )
e

=
+

0 0f(x) = 2y – f(2x – x)
0 0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x) =2y  –f(2x –x):

x 2 1–x

x 2 1–x

2–x

2–x

2

x

2

x

el ein und überprüfen, ob eine wahre Aussage entsteht:
10e 10e 2 5 –  
e e

10e10 –  
e

10e
e10 –  

e
e

e e

e

e

⋅

⋅
= ⋅

+ +

=
+

=
+

vereinfachen  

Definition negativer 
Exponenten anwenden

Im Nenner gleichnamig

2

x

2 x

x x

2

x

2 x

x

2 x

x 2 x

10e
e10 –  

e e
e e

10e
e10 –  

e e
e

10e e10 –  
e e e

10 – 

e

e

e

=
+

=
+

=
+

=

x

e
Brüch erzeugen

In Nenner die Brüche 
addieren

Doppelbruch beseitigen,
indem man Zähler mit Kehrwert des
Nenners multipliziert

Kürze e

( )

( )

2

2 x

x

x

x x

x

x

x

x

x x

x x

10e 
e e

10e10 –  
e e

10 e e 10e –  
e e e e

10 e e 10
 

e e

10e 10e 10
e e

10e 10e
e e e

Weil beide Seiten der G

e

e

e

e

+

=
+

+
=

+ +

+ −
=

+

+ −
=

+

=
+ +

Kürze e

auf gleichen Nenner bringen

Bruch subtrahieren

Klammer auflösen

vereinfachen

leichung gleich sind, ist bewiesen, 
dass die Funktion punktsymmetrisch zu P(1/5) ist.



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3i - Lösungsvariante 1

( )
2x

2x 4

0 0 0 0

6e     und     2 3  
e

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x)–y  =  –f(x –x)+y
Wir berechnen  und auf

f ( x ) P ,
e

= =
+

0 0f(x + x) – y

0 0 0 0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x)–y  = –f(x –x)+y :

( )

( )

( )

2 2+x

2 2+x 4

4+2x

4+2x 4

4 2x

4 2x 4

2x

2x

2x2x

2x 2x

2x 2x

2x 2x

 der nächsten Seite  und 
vergleichen dann beide Werte:

6e 3
e
6e 3

e
6e 3

e
6 3    

1
3 16  

1 1
6 3 3

1

–
e

–
e

e –
e e
e –

e
ee –

e e
e e–

e e

+

+

+

+
+

+ +
+

+

0 0– f(x – x) + y

f(2 + x) – 3 =       

=    

=  

=  

=   

=

2x 2x

2x

2x

2x

1
6 3 3

1
3 3

1

e e –
e

e –
e

+
−
+

+

   

=   

=



Übungen zum Kurs Symmetrie
( )

( )

2 2–x

2 2–x 4

4–2x

4–2x 4

4

2x

4
4

2x

4

2x

4 4

2x

6e 3
e

6e 3 
e

6e
e 3

e
e

6e
e

e
e

–
e

–
e

–
e

–
e

+
+

+
+

+
+

+

Klammern –f(2 – x) + 3 =       auflösen 

Definition =   negativer Exponenten

Die Summanden 
= im Nenner auf gleichen 

Hauptnenner bringen

=   2x

2x

4

2x

4 4 2x

2x

4 2x

2x 4 4 2x

4

4 4 2x

2x

3
e

e
6e
e 3

e e
e

6e e 3
e e e

6e 3
e e

6
1 e

–
e

–
e

–
e

–

+

+
+

⋅ +
+

+
+

+
+

2x

4

Im Nenner : Summanden
auf einen Bruch bringen

Doppelbruch beseitigen=   (mit Kehrwert multiplizieren)

=   e  kürzen

=   e  kürzen

=   

( )2x

2x 2x

2x

2x 2x

2x

2x

2x

2x

0 0 0 0

3

3 1 e6
1 e 1 e

6 3 3e
1 e 1 e

–6+3 3e
1 e

3e 3
1 e

f(x +x)–y  und  –f(x –x)+y  sind gleich, also ist die Fu

–

–

–

+
+

+ +
+

+
+ +
+

+

+

Auf einen Bruch bringen

=  Klammer auflösen

= Auf einen Bruch bringen

= vereinfachen

=

nktion tatsächlich punktsymmetrisch zu P(2/3) .



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3i - Lösungsvariante 2

2x

2x 4

6e     und     P=(2,3) 
e

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel 
Wir setzen die gegebenen Werte in die Fo

f ( x )
e

=
+

0 0f(x) = 2y – f(2x – )
0 0

x

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x) =2y  –f(2x –x):

( )

( )

2 2 2–x2x

2x 4 2 2 2–x 4

8–2x

8–2x 4

8

2x

8
4

2x

rmel ein und überprüfen, ob eine wahre Aussage entsteht:
6e 6e 2 3 –  

e e
6e6 – 

e
6e
e= 6 – 

e
e

e e

e

e

⋅

⋅
= ⋅

+ +

=
+

+

Vereinfachen

Definition der negativen 
Exponenten anwenden

Im Nenner die

8

2x

8 4 2x

2x 2x

8

2x

8 4 2x

2x

8 2x

2x 8 4

6e
e= 6 – 

e e
e e

6e
e= 6 – 

e e
e

6e e= 6 – 
e e

e

e

e

+

+

⋅
+

 Konstante und
den Bruch gleichnamig machen

Im Nenner die 
Brüche addieren

Doppelbruch beseitigen
(mit Kehrwert des Nenners
multiplizieren)

( )

2x

8

8 4 2x

4

4 2x

4 2x 4

4 2x 4 2x

4 2x 4

4 2x 4 2x

4 2x 4

4 2x

2x

e
6e= 6 – 

e e
6e= 6 – 

e e
6 e e 6e=  – 

e e e e
6e 6e 6e=  – 
e e e e

6e 6e 6e
e e

6e
e

e+

+
+

+ +
+
+ +
+ −

=
+

2x

4

Kürze : e

Kürze : e

gleichnamige Brüch bilden

Klammer auflösen

Bruch subtrahieren

Vereinfachen

2x

2x 4 4 2x

6e
e e

Weil beide Seiten der Gleichung gleich sind, ist bewiesen, dass die Funktion punktsymmetrisch zu P(2/3) ist.
e

=
+ +



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3j

3 2

0 0 0 0

3 3 1    und     P=(1,2) 

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x)–y  =  –f(x –x)+y
Wir berechnen  und 

f ( x ) x – x x= + +

0 0f(x + x) – y

0 0 0 0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x)–y  = –f(x –x)+y :

3 2

3 2 2

3 2 2

3 2 2

3

3

  und vergleichen beide Werte:

f(1+x)–2 (1+x) 3(1+x) 3(1+x) 1 2  
+3x +3x+1 3(1+x) 3(1+x)+1–2 
+3x +3x+1 3(x +2x+1) 3(1+x)+1–2
+3x +3x+1–3x –6x–3 3 3 +1–2

–f(1–x)+2 = – (1–x) 3(1–x

–
x –
x –
x x
x

–

= + + −
= +
= +
= + +
=

0 0– f(x – x) + y

2

3 2 2

3 2 2

3 2 2

3

0 0 0 0

) 3(1–x) 1 2  

= – 3 3 1 3(x –2x+1) 3(1–x)+1 +2  

– 3 3 1–3x +6x–3 3–3x+1 +2

3 3 1+3x –6x+3 3+3x–1 +2

f(x +x)–y  und  –f(x –x)+y  sind gleich, also ist die Funktion ta

x x x –

x x x

x – x x – –

x

 + + + 
 − + − + + 
 = − + − + + 

 = + 
=

0 0

tsächlich punktsymmetrisch zu P(1/2) .

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x) = 2y – f(2x –x).
Wir setzen die gegebenen Werte in die Formel

0 0Lösungsweg mit Formel f(x) =2y  –f(2x –x):

3 2

3 2

3 2 3 2

 ein und überprüfen, ob eine wahre Aussage entsteht:

3 3 1 = 2 2–  3(2–x) 1 

3 3 1 = 4– 3(2–x) 1

3 3 1 = 4– 6 12 8

x – x x

x – x x

x – x x x x x

 + + ⋅ + + 
 + + + + 

+ + − + − + +

23

3 2 2

2

– 3(2 – x(2 – x)
–x + 6x

)
– 3(4 – 4x + x )

– 12 +12x – 3x
– 12x + 8

3(2 – x) +
3 2 3 2 2

3 2 3 2 2

3 2 3 2

3 3 1 = 4– 6 12 8–12+12x–3x +

3 3 1 =4 6 12 8+12–12x+3x –6+3x 1
3 3 1 = 3 +3x 1 

Weil beide Seiten der Gleichung gleich sind, ist bewiesen, 
dass die Funkti

x – x x x x x
x – x x x – x x –
x – x x x – x

  
 + + − + − + 

+ + + + −
+ + +

1

6 – 3x +1

on punktsymmetrisch zu P(1/2) ist.



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3k

3 2

0 0 0 0

–9x +27x–26    und     P=(3,1) 

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x)–y  =  –f(x –x)+y
Wir berechnen  un

f ( x ) x=

0 0f(x + x)

0 0 0

–

0

y

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x)–y  = –f(x –x)+y :

d   und vergleichen beide Werte:

f(3+x)–1  
 

–f(3–x)

=
=
=
=
=

2

2

2

3

3 2

0 0

2

2

3

2

3

3

(3 + x)
(x + 9x + 27x + 27)
(x + 9x + 27

+ 27(3 + x)
+ 81+ 27x
+ 81x + 27)

x + 9x

– 9(3 + x)
– 9(x + 6x +

+ 27x + 27

9)
– 9x – 54x – 81

– 9x – 54x – 81
+ 27x

+ 81+ 27x

– f(x – x) + y
– 26 – 1

– 27
– 27

– 2
x

7

+1 = –  

= –    

–

–

  
  
 =  
 =  

=
=

3

3 2

3 2

3 2

3

2

2

2

22

2(3 – x)

–x + 9x – 27x + 27

–x + 9x – 27x + 2

+ 27(

7

–x + 9x – 27x + 2

– 9(3 – x)

– 9(x – 6x + 9)

– 9x + 54x – 81

–

– 26 +1 

– 26 +1 

– 26 +1 

– 267
x – 9x

3 – x)

+ 8

+ 27x –

1– 27x

+ 81– 27x

– 279x + 54x
+ 9x 5

x
+ 27

+1
+ 262 xx7 – +14

x

0 0 0 0f(x +x)–y  und  –f(x –x)+y  sind gleich, also ist die Funktion tatsächlich punktsymmetrisch zu P(3/1) .

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel

3

0 0Lösungsweg mit Formel f(x) =2y  –f(2x –x):

( ) ( ) ( )

( )

 
Wir setzen die gegebenen Werte in die Formel ein und überprüfen, ob eine wahre Aussage entsteht:

=   

= 

 ⋅  

⋅

3

3

2

0 0

3

2 2

2 –

f(x) = 2y – f(2x – x)

x – 9x + 27x – 26 2 1– – 26

2 1–

6 – x

–x +18x – 108

9 6 – x

– 9 x – 1

+ 27 6 – x

2x + 36 +x + 216 27 6 –( )
= 

= 
= 

 
Weil beide Seiten der Gleichung gleich sind, ist bewiesen, 
dass di

  
 ⋅  

⋅

3 2

2

3 2

2

2

2

3

3

x

+162 – 27x
– 162 + 27

–x +18x – 108x + 216
x – 18x +1

– 26

2 1– – 2– 9x +108x – 324
+ 9x – 108

6
2 1+ + 26

x – 9x + 27x – 26 x – 9x
08

+ 27
x +

x – 2
32x – 2 6 4 x1

6

e Funktion punktsymmetrisch zu P(3/1) ist.



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 3L

3 2

0 0 0 0

+3x +3x–2    und     P=(–1,–3) 

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x)–y  =  –f(x –x)+y
Wir berechnen  un

f ( x ) x=

0 0f(x + x)

0 0 0

–

0

y

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x)–y  = –f(x –x)+y :

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )

d   und vergleichen beide Werte:

  

= 

3

3 2

3 2

0

2

0

3

2

2

– f(x – x) + y

f(–1+ x) – –3 = – 2 + 3                                            
= – 2 + 3

x – 1
x – 3x + 3x – 1

x – 3x + 3x –

+ 3 x – 1
+ 3 x – 2x +1

+ 3x – 6x + 3

 

= – 2 + 3
=

–f(

+ 3 x – 1
+

–1– x) +

3x

–3

– 3

+ 3x1 –
x

3

– –x –( ) ( ) ( )

( )=     

f(

 
 
  
 =  
 =  

=
=

3

3 2

3 2

2

2

23 2

3

2

23 2

+ 3 –x – 1

– 3x – 3

– 3

– 2 – 3                             

– – 2 – 3

– – 2 – 3

+ 3 –x – 1

+ 3 x + 2x +1

+ 3x + 6x + 3

+ 3x + 6x

 

– – 2 –

1

–x – 3x – 3x – 1

–x – 3x – 3x – 1

–x – 3x – 3x – 1

x + 3x + 3x

+ 3

– 3x – 6x –

x – 3

– 3x – 3

+ 3x ++1 2 – 33
x

3

3

+

0 0 0 0x +x)–y  und  –f(x –x)+y  sind gleich, also ist die Funktion tatsächlich punktsymmetrisch zu P(–1/–3) .

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel 

0 0Lösungsweg mit Formel f(x) =2y  –f(2x –x):

( ) ( ) ( ) ( )

( )

Wir setzen die gegebenen Werte in die Formel ein und überprüfen, ob eine wahre Aussage entsteht:

=   

=  

=

 
 

  

0 0

3 2 2

2

3

3 2

+ 3

f(x) = 2y – f(2x – x)

x + 3x + 3x – 2 2· –3 – – 2

–

–2 – x

+ 3 x + 4x

+

+

–2 – x

–x – 6

3 –2 – x

– 6 –6 – – 2x – 12x – 8 34 x

–  

=  
= 

 
Weil beide Seiten der Gleichung gleich sind, ist bewiesen, 
dass die Funktion punktsymmetrisch zu P(–1/

  

3 2

3 2

3 2

2

2

2

3

+ 3x +12x +12
– 3x – 12x – 12

6 – –x – 6x – 12x – 8
+ x + 6x +12x + 8

– 2
– 6 + 2

x + 3x + 3x – 2 x + 3x + 3x –

– 6 – 3x
+ 6

2
+ 3x

–3) ist.



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 4a – Lösungsvariante 1

x

x

0 0 0 0

e     und     P=(lna,0) 
e

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x)–y  =  –f(x –x)+y
Wir berechnen  und a

af ( x )
a

+
=

−

0 0

0 0 0 0

f(x + x) – y

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x)–y  = –f(x –x)+y :

( )
( )

uf der nächsten Seite  und 
vergleichen dann beide Werte:

  0

1

1

1

lna x

lna x

lna x

lna x

x

x

x

x

x

e a –
e a

e e a
e e a

ae a
ae a

a e

a e

e

+

+

+
−

+
−

+
−

+

−

+

0 0

lna

– f(x – x) + y

f(lna + x) – 0 =       Potenzgesetz anwenden 

=  e = a

= a ausklammern

= Kürze : a

=
1xe −



Übungen zum Kurs Symmetrie
lna–x

lna–x

lna

x

lna

x

x

x

x

x x

e=  0
e

e
e=      
e
e
a
e a
e
a ae
e e 

a –
a

a

a

a

a

 +
 − 
 

+ 
 
 −  
 + 

=  
 −
  

+
=

lna

Definition negativer –f(lna – x) + 0 –  Exponenten anwenden

– e = a

Hauptnenner bilden–  (im Zähler und Nenner)

– x

x x

x

x

x

x

x x

x x

x

x

x

x

a ae
e e
a+ae

e 
a–ae

e
a+ae e 

e a–ae
a+ae
a–ae
1+e
1–e

 
 
 
 −  
 
 

=  
 
  

= ⋅

=

=

x

Brüche addieren

Doppelbruch beseitigen
– (mit Kehrwert des 

Nenners multiplizieren)

– Kürze : e

– a ausklammern

Minuszeich–

( )
x

x

x

x

0 0 0 0

1+e
– 1–e

1+e
e 1

f(x +x)–y  und  –f(x –x)+y  sind gleich, also ist die Funktion 
tatsächlich punktsymmetrisch zu P(lna/0) .

–

=

=

en in den 
Nenner bringen

Klammer auflösen



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 4a – Lösungsvariante 2
x

x

e     und     P=(lna,0) 
e

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel 
Wir setzen die gegebenen Werte in die 

  af ( x )
a

+
=

−

0 0f(x) = 2y – f(2x – x)

0 0

Gegeben:
Lösungsweg mit Formel f(x) =2y  –f(2x –x):

x 2

x 2

2

2

Formel ein und überprüfen, ob eine wahre Aussage entsteht:

e = 2 0   
e

=      

ln a– x

ln a–x

ln a

x

ln a

x

a e a· –
a e a

e a
e–

e a
e

 + +
 − − 
 

+ 
 
 −  

Definition negativer
Exponenten anwenden  

Bruch und Konstante
glei

2

2

2

2

2

2

=     

=      

=    

 

ln a x

x x

ln a x

x x

ln a x

x

ln a x

x

ln a x x

x ln a x

e ae
e e–

e ae
e e

e ae
e–

e – ae
e

e ae e–
e e – ae

 
+ 

 
 −  
 +
 
 
 
  
 +

⋅ 
 

=

x

chnamig machen

Brüche addieren
bzw. subtrahieren

Doppelbruch 
beseitigen

Kürze : e

( )
( )

( )
( )

2

2

2

2

2

2

  

   

   

   

   

ln a x

ln a x

ln a x

ln a x

x

x

x

x

x

x

e ae–
e – ae

e ae
–

e – ae

a ae–
a – ae
a a e

–
a a – e

a e–
a – e

 +
 
 
 +
 =
 
 
 +

=  
 
 +
 =
  
 +

=  
 

lna

Potenzgesetz 
anwenden

e = a

a ausklammern

Kürze : a

Minuszeichen in den
Nenner bri

( )
       

      

Weil beide Seiten der Gleichung gleich sind, ist bewiesen, 
dass die Funktion punktsymmetrisch zum Punkt P(lna/0) ist.

x

x

x x

x x

a e
– a – e

e a a e
e a e – a

+
=

+ +
=

−

ngen

Klammer auflösen



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 4b – Lösungsvariante 1

x

0 0 0 0

b     und     P=  
e 2

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x)–y  =  –f(x –x)+y
Wir berechnen  un

bf ( x ) lna,
a a

 =  +  

0 0f(x + x) y

0

–

0 0 0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x)–y  = –f(x –x)+y :

( )

lna+x

lna

d auf der nächsten Seite   
und vergleichen beide Werte:

b  
2 e 2

b
e 2

b
a 2

a2ab
2a a

x

x

x

b bf (lna x ) – –
a a a

b–
e a a

b–
e a a

b e
–

e a

+ =
+

=
+

=
+

=
+

0 0

lna

– f(x – x) + y

      Potenzgesetz anwenden 

  e = a

Brüche auf 
Hauptnenner bringen

( )
( )

( )
( )

2 2

2 2

2 a

2ab– a

2a a

2ab–ab
2a 2

ab–ab
2a 2

b–b
2a 2

x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

a

a e a

b e a

e a

e ab
e a

e
e a

e
e a

+

+

+
=

+

−
=

+

=
+

=
+

Bruch subtrahieren

Klammern auflösen

Zähler vereinfachen

Kürze :a



Übungen zum Kurs Symmetrie

lna–x

lna

b=  
2 2e

b=        
2e

b  
2a

b  
2a

x

x

x x

x

x

b b– f (ln a – x ) –
a aa

b–
aa

e

b–
aae

e e

b–
aae

e

+ +
+

+
+

= +
+

= +
+

Definition negativer                            Exponenten anwenden  

Hauptnenner bilden

 Brüche addieren

Doppelbruc

( )
( )
( )

( ) ( )

x

x

x

2 2

be= 
2a

a2abe=
2 a 2 a

2abe ab
2 a 2 a

ab
2a 2

x

x

x x

x

x x

x

x

b–
aae

b ae
–

a ae a ae

abe–
a ae a ae

– abe
a e

b – b

+
+

+
+

+ +

+
= +

+ +

=
+

=

h beseitigen

Brüche gleichnamig machen 

Klammer im Zähler auflösen

Brüche subtrahieren
und vereinfachen

Kürze : a

0 0 0 0

2 2

bf(x +x)–y  und  –f(x –x)+y  sind gleich, also ist die Funktion tatsächlich punktsymmetrisch zu P(lna/ ) .
2a

x

x

e
a ae+



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 4b – Lösungsvariante 2

x

b     und     P=( ) 
2e

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel 
Wir setzen die gegebenen Werte in die For

bf ( x ) ln a,
aa

=
+

0 0f(x) = 2y – f(2x – x

0

)

0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x) =2y  –f(2x –x):

x 2lna–x

2

mel ein und überprüfen, ob eine wahre Aussage entsteht:

b b=   2   
2e e

b=      
a

x

b· –
aa a

b –
a a

e

 
 + + 




 +


Im linken Bruch 2 kürzen und im 
rechten Bruch die Definition negativer 
Exponenten anwenden

( )

2

2

x

2

x

     

b=           
a

b=        
a

be=      
a

be=     
a a

x

x x

x

x

x

x

b –
a ae

e e
b –
a ae

e
b –
a ae
b –
a e






 

+

+

+

+

auf gleichen Nenner bringen

Brüche addieren

Doppelbruch beseitigen

In Nenner a ausklammern

auf gleichen Nenne

( )
( ) ( )
( )
( )

( )

( )

x

x

x

x

a be    
a a a

a be
     

a

ab be     
a

ab    
a

b b    
e a

Weil beide Seiten der Gleich

x

x x

x

x

x

x

x

x

b e
–

a e e

b e –

a e

be –
a e

a e

a e

+
=

+ +

+
=

+

+
=

+

=
+

=
+ +

r bringen

Brüche subtrahieren

Im Zähler : Klammer auflösen

Zähler vereinfachen

Kürze : a

ung gleich sind, ist bewiesen, 
bdass die Funktion punktsymmetrisch zum Punkt P(lna/ ) ist.
2a



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 4c – Lösungsvariante 1

x

x

0 0 0 0

e 1    und     P=  
2e

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x)–y  =  –f(x –x)+y
Wir berechnen  un

f ( x ) ln a,
a

 =  +  

0 0f(x + x) y

0

–

0 0 0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x)–y  = –f(x –x)+y :

lna+x

lna+x

lna

lna

d auf der nächsten Seite  und vergleichen beide Werte:

1 e      1  
2 2e

e      1
2e

a      1
2a

a      

x

x

x

x

x

f (ln a x ) – –
a

e –
e a

e –
e a

e

+ =
+

=
+

=
+

=

0 0

lna

– f(x – x) + y

      Potenzgesetz anwenden 

  e = a

a ausklammern 

( )

( )

( )
( )
( )

( )
( )

1
2a 1

     1
21

1 12      
2 1 2 1

2 – 1     

2 1

1
2 2

x

x

x

xx

x x

x x

x

x

x

–
e

e –
e

ee –
e e

e e

e

e –
e

+

=
+

+
=

+ +

+
=

+

=
+

Kürze : a

gleichnamig machen

Bruch subtrahieren

Klammern auflösen



Übungen zum Kurs Symmetrie

lna–x

na–x

lna

x

lna

x

lna

x

lna x

x x

x

1 e      1=  
2 2e

e      1e=        
2e

e

e      1e=       
2e e

e e

a      
e 
a

– f (ln a – x ) –
a

–
a

–
a

–
a

+ +
+

+
+

+
+

=
+

                            Potenzgesetz anwenden

gleichnamig machen

Brüche addieren

( )
( )
( )

( )

x

x

x

0 0

1    
2

e

a e 1  
2e a

a 1  
2a

1 1 
21

1 12 1 
2 1 2 1

–2+1 
2 1

1 
2 2

f(x +x)–y  un

x

x

x

x

x

x x

x

x

x

x

e

–
ae

–
ae

–
e

e
–

e e

e
e

e –
e

+

= ⋅ +
+

= +
+

= +
+

+⋅
= +

+ +

+
=

+

=
+

x

Doppelbruch beseitigen

Durch e kürzen

Kürze : a

gleichnamig machen

Brüche addieren

vereinfachen

0 0d  –f(x –x)+y  sind gleich, also ist die Funktion 
1tatsächlich punktsymmetrisch zu P(lna/ ) .
2



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 4c – Lösungsvariante 2

x

x

e 1    und     P=( ) 
2e

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel 
Wir setzen die gegebenen Werte in die For

f ( x ) ln a,
a

=
+

0 0f(x) = 2y – f(2x –

0

x)

0

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x) =2y  –f(2x –x):

x 2lna–x

x 2lna–x

2lna

2lna

2

2

mel ein und überprüfen, ob eine wahre Aussage entsteht:
e 1 e= 2   

2e e
e

=    1            
e

a

=    1  
a

x

x

x

x

x x

· –
a a

e–
a

e

e–
ae

e e

+ +

+

+

Definition negativer 
Exponenten anwenden

gleichnamig machen

2

2

2

2

2

2

          

a

=    1       
a

a=    1       
a
a    1    

a
a1      

a

x

x

x

x

x x

x

x

e–
ae

e
e–

e ae

–
ae

–
e

+

⋅
+

=
+

=
+

x

addiere die Brüche

Doppelbruch beseitigen
(mit Kehrwert des Nenners
multiplizieren)

Kürze : e

Kürze : a

auf gleiche

x

x

a a     
a a
a    

a
e    

e a
   

Weil beide Seiten der Gleichung gleich sind, ist bewiesen, 

dass die Funktion punktsymmetrisch zum Pu

x

x x

x

x

x

x

e –
e e
e a

e
e

a e

+
=

+ +
+ −

=
+

=
+ +

n Nenner bringen  

Subtrahiere Brüche

vereinfachen

1nkt P(lna/ ) ist.
2



Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 4d – Lösungsvariante 1

x

x

0 0 0 0

be     und     P=  
2e

Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel f(x +x)–y  =  –f(x –x)+y
Wir berechnen  u

bf ( x ) ln a,
a

 =  +  

0 0

0 0

f(x + x) –

0 0

y

Gegeben:

Lösungsweg mit Formel f(x +x)–y  = –f(x –x)+y :

lna+x

lna+x

lna

lna

nd auf der nächsten Seite  und vergleichen beide Werte:

be  
2 2e

be      
2e

ba      
2a

x

x

x

x

b bf (ln a x ) – –
a

e b–
e a

e b–
e a

+ =
+

=
+

=
+

=

0 0

lna 

– f(x – x) + y

     Potenzgesetz anwenden 

  e = a

im Nenner a ausklammern

( )

( )

( )
( )
( )

( )
( )

ab      
2a 1

     
21

12      
2 1 2 1

2 –     

2 1

2
2 2

2 2

x

x

x

x

xx

x x

x x

x

x x

x

x

x

e b–
e

be b–
e

b ebe –
e e

be be b

e

be – be b
e

be b
e

+

=
+

+
=

+ +

+
=

+

−
=

+

−
=

+

Kürze : a

auf gleichen Nenner bringen  

Bruch subtrahieren

Klammer auflösen

vereinfachen



Übungen zum Kurs Symmetrie
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Definition negativer                             Exponenten anwenden
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Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 4d – Lösungsvariante 2
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Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 4e – Lösungsvariante 1
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Übungen zum Kurs Symmetrie
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Übungen zum Kurs Symmetrie

Lösung zu 4e – Lösungsvariante 2
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Bei dieser Variante der Lösung benutzen wir die Formel 
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